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RÉSUMÉ. On obtient une nouvelle minoration du minimum essentiel en petite codimension sur 
les variétés abéliennes, sous une conjecture concernant leurs idéaux premiers ordinaires. Cette mi- 
noration, déjà connue dans le cas torique depuis les travaux d'Amoroso et David, est optimale "à e 
près" en le degré de la sous- variété. 

Abstract. We give a new lower bound for the essential minimum of subvarieties of abelian 
varieties with small codimension, under a conjecture about ordinary primes in abelian varieties. 
This lower bound is already known in the toric case since the work of Amoroso and David. It is the 
best expected, "up to an e" , in the degree of the subvariety. 



1 Introduction 

On souhaite dans ce travail obtenir une minoration du minimum essentiel sur les variétés 
abéliennes. Une telle minoration est une version quantitative de la conjecture de Bogomolov 
dont la formulation originale concerne les courbes algébriques. 

Si C est une courbe algébrique de genre g >2 définie sur Q et plongée dans sa jacobienne 
J{C), on note h la hauteur canonique sur J{C). On a alors la conjecture suivante, énoncée 
par Bogomolov en 1981 puis démontrée par Ullmo (voir [U1198] ) : 

Théorème 1.1 // existe e > tel que {x G C{Q),h{x) < e} est fini. 

Puisque les points de torsion sont exactement ceux de hauteur nulle, le théorème d'Ullmo 
généralise le résultat suivant, connu sous le nom de conjecture de Manin-Mumford et prouvé 
par Raynaud (dans |Ray83| ) : 

Théorème 1.2 Les points de torsion de J{C) qui sont dans C(Q) sont en nombre fini. 

Plus généralement, soit V une sous-variété algébrique d'une variété abélienne munie d'un 
fibré ample et symétrique, et h la hauteur de Néron- Tate associée à ce fibré. On commence 
par donner un analogue en dimension supérieure de l'hypothèse faite précédemment sur le 
genre : 

Définition 1.1 On dit que V est de torsion si V est la translatée d'une sous-variété 
abélienne par un point de torsion. 

Une courbe algébrique de torsion est en particulier de genre 1. On introduit par ailleurs le 
minimum essentiel, pour décrire les points de petite hauteur dans V : 



Définition 1.2 Le minimum essentiel de V est : 

/iess(^) = inf{^ > o,yM^ = y(Q)}, 

où V(e) = {x G F(Q),/i(x) < 0}, 
et V{Q^ est son adhérence de Zariski. 

On a alors la généralisation suivante du théorème 1, démontrée par Zhang (confer |Zlia98] ) : 

Théorème 1.3 Soit V une sous-variété propre d'une variété abélienne A. Le minimum 
essentiel de V est nul si et seulement si V est de torsion. 

Remarque Ici, "T^ est une sous-variété propre de A" signifie que V Ç A. 

Le résultat analogue est vrai si on remplace A par un tore (confer [Zlia92j ) ou plus 
généralement par une variété semi- abélienne (confer |DPOO] ). 

On peut chercher à obtenir une version quantitative de ce résultat, en précisant e dans 
le théorème 1. Ceci revient, en dimension générale, à minorer le minimum essentiel d'une 
variété qui n'est pas de torsion. Grâce au théorème des minima successifs démontré par 
Zhang (dans |Zha95aj ). il est équivalent de minorer la hauteur d'une telle variété. Depuis 
les travaux de Bombieri et Zannier (voir |BZ95j pour le cas torique et [BZ96j pour le cas 
abélien), on sait qu'on peut espérer obtenir une borne "uniforme" pour le minimum essentiel, 
ne dépendant que du degré de V et de la variété abélienne A. 

Amoroso et David obtiennent une majoration optimale aux termes logarithmiques près 
en le degré de V pour les sous- variétés d'un tore (voir |AD03] ). Le degré y est remplacé par 
un invariant plus fin qui apparaît naturellement avec les techniques diophantiennes, l'indice 
d'obstruction. 

Définition 1.3 Soit V une sous-variété algébrique propre et irréductible de S une variété 
semi abélienne munie d'un fibré ample. On appelle indice d'obstruction de V, noté uj(V) : 

u;(V) = inf{deg(Z)}, 

où l'infimum est pris sur l'ensemble des hypersurfaces irréductibles de S contenant V. 

Par le plongement standard GJ^ ^ P", on obtient une hauteur projective h sur les points de 
G^, et un minimum essentiel /tess sur les sous- variétés de G^. Amoroso et David démontrent 
la minoration suivante : 

Théorème 1.4 Soit V une sous-variété propre (et irréductible) de G![^ de codimension r 
qui n'est contenue dans aucun translaté d'un sous-tore propre de GJ^. On a alors : 

f^ess(V) > ^ X (log(3.;(y)))-^(^), 
où c(n) est un réel strictement positif et X(r) = (9(3rY'^~^^^Y . 

Dans le cas des variétés abéliennes, on dispose déjà de résultats quantitatifs et incondi- 
tionnels, mais la dépendance en le degré n'est pas aussi bonne. On a (confer |DP02j ) : 



2 



Théorème 1.5 Soit A une variété abélienne de genre g > 2 définie sur Q, principalement 
polarisée par un fibré M,etV une sous-variété algébrique de A qui n'est pas translatée 
d'une sous-variété abélienne. Alors : 

min^l■7^■ ■ 1-2(6+1) 

l^ess[V) _ 2ll93(^_^ + i)deg(y)2^(^+l)' 

où k désigne le nombre minimal de copies de V — V dont la somme est une sous-variété 
abélienne de A , b la dimension de cette sous-variété abélienne et T^inj la plus petite norme 
de Riemann d'une période d'une conjuguée de A. 

Le terme au numérateur, appelé rayon d'injectivité, est relié au terme de hauteur h{A) 
(hauteur projective de l'origine dans le plongement associé à Ai^^^) par le lemme "matriciel" 
de Masser (voir le lemme 6.8 de |DP02] ). Cette minoration est monomiale inverse en le degré, 
alors que dans le cas torique, elle est linéaire inverse en l'indice d'obstruction (aux termes 
logarithmiques près), ce qui correspond à une minoration en deg(V)~^^'^"'^^'^^^\ 

Remarquons enfin que l'hypothèse du théorème 11.51 {V n'est pas un translaté de sous- 
variété abélienne propre) est plus faible que son analogue torique dans le théorème 11.41 {V 
n'est pas incluse dans un translaté de sous-tore propre) ; cette difi'érence se ressent dès qu'on 
obtient des résultats comparables au théorème 11.41 et on peut préciser la minoration sous 
l'hypothèse faible, en faisant intervenir la dimension du plus petit translaté de sous-tore 
propre contenant V (voir le corollaire 1.6 de |AD03j ). 

Résultats 

On cherche à obtenir une minoration, pour les sous-variétés de variétés abéliennes, com- 
parable à celle connue dans le cas torique. Soit donc A une variété abélienne définie sur K 
un corps de nombres, et L un fibré ample et symétrique sur A. Soit de plus A un modèle 
entier de A sur Ok- Les méthodes employées dans un travail antérieur (correspondant au 
premier chapitre de |Gal07| ) laissent espérer une minoration en codimension r < 2 sous 
l'hypothèse suivante (on renvoie à infra. \27ï\ pour plus de détails sur la réduction ordinaire, 
et à 12.31 sur la définition de la densité, qui est la densité naturelle) : 

Hypothèse Hl II existe une densité positive d'idéaux premiers p en lesquels la fibre spéciale 
est ordinaire. 

Pour obtenir un résultat plus large, on a essayé de travailler avec des idéaux premiers 
ayant un autre type de réduction. Plusieurs obstructions sont apparues, nous forçant à faire 
l'hypothèse suivante sur A (voir infra, 12.21 pour plus de détails) : 

Hypothèse H2 II existe une densité positive d'idéaux premiers p pour lesquels le p-rang 
de la fibre spéciale est égal à ou à 5. 

Il a été d'abord nécessaire de supposer que le p-rang est égal au rang de Hasse-Witt (ou 
est nul) pour trouver de bonnes propriétés métriques p-adiques pour A {p étant un premier 
de Z), reliées au type de réduction modulo p, pour p un idéal premier de Ok divisant p. 

La preuve proprement dite, de nature diophantienne, conduit ensuite à travailler avec 
des idéaux premiers p pour lesquels la fibre ^p a un p-rang égal à ou 5. En effet, lorsque 
l'idéal premier p de Ok n'est plus à réduction ordinaire, la propriété métrique obtenue est 
plus faible et on a besoin, en guise de compensation, d'un grand nombre de points de torsion 
se réduisant sur modulo q (pour q divisant p dans une extension idoine). Ceci est vérifié 
si le p-rang est égal à 0. 



3 



On démontre le résultat conditionnel 



Théorème 1.6 Soit A une variété abélienne définie sur K un corps de nombre. On suppose 
qu'il existe un modèle entier A de A vérifiant H2. Alors on a la propriété P{A) suivante : 
pour toute sous-variété algébrique V propre (et irréductible) de codimension r < 2 dans A, 
si V n'est pas contenue dans le translaté d'une sous-variété abélienne propre de A, on a : 

fiessiV) > ^ X (log(3deg(y)))-^W, 

où C{A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A et où A(r) = (16(2r)^^'''"'^^)^. 

La constante C{A) est explicitable, et d'autant plus dans le contexte des pentes. Cependant, 
la méthode employée est coûteuse en terme de la hauteur de A et ne peut pas égaler les 
meilleures minorations obtenues par David et Philippon. 

Les produits de courbes elliptiques, tout comme les variétés abéliennes CM, vérifient 
la propriété Hl, qui implique clairement H2. L'hypothèse Hl est l'objet de la conjecture 
"folklorique" suivante : 

Conjecture 1.7 Pour toute variété abélienne A définie sur K un corps de nombres, quitte 
à étendre K, il existe un modèle entier A de A vérifiant Hl. 

Sous cette conjecture, la propriété P(A) est vérifiée pour toute variété abélienne A définie 
sur K un corps de nombres. Remarquons qu'on peut même conjecturer, comme le fait Pink 
(dans |Pin98j . 7), que les premiers ordinaires sont en densité 1. 

En dimension 1, pour une courbe elliptique E, le résultat est connu. Plus précisément, 
on sait que la densité de tels idéaux est 1 si E' n'est pas CM (voir [Ser68] . IV, 13), au moins 
1/2 si elle est CM. 

La validité de Hl a été étendue aux surfaces abéliennes par les travaux de Katz et 
Ogus (voir |Ogu82| 2.7, en remarquant par le théorème de Chebotarev que les premiers de 
degré 1 ont une densité positive). Le principal résultat de cet article s'applique alors sans 
restriction : 

Corollaire 1.8 Soit C une courbe algébrique de genre 2, incluse dans une surface abélienne 
A. Alors on a : 

f^essiC) > X (log(3deg(C)))-'^ 

où c{A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A. 

Remarque II faudrait être beaucoup plus précis sur la constante c{A) pour donner un 
énoncé significatif avec une courbe de genre 2 plongée dans sa jacobienne. 

Des conditions suffisantes pour que Hl soit réalisée, portant sur les groupes de mono- 
dromie Gi (associés à chaque nombre premier /) de la variété abélienne, ont été données par 
Noot (voir |Noo95j . 2), puis Pink f; |Pin98j . 7). 

Rappelons que la minoration fine du minimum essentiel permet d'obtenir des résultats en 
direction des conjectures formulées par Zilber sur les variétés semi-abéliennes (dans |Zil02j ). 
puis Pink sur les variétés de Shimura mixtes (voir [PinOSj . conjectures 1.2 et 1.3). Pour S 
un sous-ensemble de GJ^, on note : 

S, = {xy,xE5,yGG;^,%) <e}. 

En utilisant le théorème ll.4t Habegger a démontré le résultat suivant (voir [Hab06| ) : 
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Théorème 1.9 Soit C une courbe algébrique dans GJ^ qui n'est pas incluse dans le translaté 
d'un sous-tore propre, alors il existe e > tel que C CiTCe est fini, où : 

n= U H, 

codim//=2 

la réunion portant sur tous les sous- groupes algébriques de GJ^ ayant la codimension pres- 
crite. 

Ce théorème générahse à la fois le théorème 2 de |BMZ99) et la propriété de Bogomolov 
pour les courbes plongées dans les tores. Récemment, Maurin a démontré la conjecture de 
Zilber pour une courbe plongée dans un tore, en utilisant le théorème 11.91 et une inégalité 
de Vojta uniforme. Plus précisément, si C est une courbe et S un sous-ensemble de G^, 
notons : 

E{C,S) = Cr\ (J S-B, 

codim(S)=2 

OÙ la réunion porte sur les sous-tores de codimension indiquée. Maurin prouve d'abord 
(théorème 1.5 de |Mau07j ) : 

Théorème 1.10 Soit C une courbe algébrique de GJ^ qui n'est pas incluse dans le translaté 
d'un sous-tore propre et T un sous-groupe de rang fini de GJ^. Alors il existe un réel e > 
tel que l'ensemble E{C,T^) soit fini. 

Et il en déduit : 

Corollaire 1.11 Soit C une courbe algébrique irréductible de GJ^ non incluse dans un 
sous-groupe algébrique propre (pas nécessairement irréductible). Alors CnTC est fini. 

Ce corollaire optimise le résultat principal de [BMZ99] , qui suppose que C n'est pas incluse 
dans un translaté de sous-tore propre. 

Le théorème 11.61 est donc la première étape, sous la conjecture 11.71 d'un programme qui 
permet d'attaquer la conjecture de Zilber-Pink sur les variétés abéliennes. 

Plan de l'article 

On démontre le théorème 11.61 en utilisant la méthode des pentes, formalisée par Bost 
dans [Bos96bj . La deuxième partie est consacrée à la démonstration d'une propriété p- 
adique obtenue par l'étude du groupe formel d'une variété abélienne en caractéristique p. 
On commence par faire quelques rappels sur le p-rang d'une variété abélienne, puis sur la 
théorie des schémas en groupes. On obtient ensuite un résultat métrique p-adique précis, 
pour les points de p-torsion de A se réduisant sur modulo un idéal premier q divisant 
p dans une extension convenable. Ce résultat suppose en principe le choix d'une base du 
tangent pour chaque idéal premier q mais on démontre, à l'aide d'un argument de géométrie 
des nombres, que si on borne les premiers, il existe une base sur Ok de hauteur contrôlée 
dans laquelle toutes les propriétés p-adiques sont simultanéments vérifiées. On a cherché, 
dans cette partie, à obtenir les résultats les plus précis en fonction du p-rang. 

Dans la troisième partie, on rappelle les définitions et résultats généraux de la théorie 
des pentes. Un premier fait assez inhabituel dans notre application de cette théorie est 
l'importance des estimations ultramétriques. Dans cette perspective, on utilise une version 
du théorème des pentes assez précise sur le plan ultramétrique. Puis on introduit les fibrés 
hermitiens qui seront utiles par la suite et on estime leur pente. La principale difficulté de 
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cette partie réside dans la majoration de la pente maximale du fibre des sections d'un fibre 
ample sur une sous- variété de A (avec multiplicités), le fibré d'arrivée étant habituellement 
formé, dans la méthode des pentes, à partir d'un nombre fini de points. Cette majoration 
est obtenue en suivant une idée figurant dans la thèse de Chen ( |Che06| ). Les résultats de 
Bost et Kùnnemann ( |BK06j . améliorés par Chen en dimension > 3 dans le chapitre 5 
de sa thèse) concernant la pente maximale du produit tensoriel de deux fibrés hermitiens 
permettent de prendre en compte la multiplicité. 

La preuve du théorème commence réellement dans la quatrième partie. On prend une 
sous-variété propre V d'une variété abélienne A qui n'est pas incluse dans un translaté de 
sous- variété abélienne et on lui associe un fermé de Zariski X en vue de la fin de la preuve ; 
on construit deux espaces vectoriels ii' et F et un morphisme de restriction entre ces espaces 
(paramétrés en fonction de l'indice d'obstruction de X et en fonction de A). Puis on fixe les 
paramètres (degré de l'espace de sections, multiplicités, bornes pour la norme des idéaux 
premiers utilisés) intervenant dans cette construction et on suppose par l'absurde que le 
minimum essentiel de X est majoré en fonction de ces paramètres. Dans toute cette partie 
et les suivantes, on travaille avec un plongement étiré, devenu classique dans les travaux 
diophantiens sur les variétés abéliennes pour passer de la hauteur projective à la hauteur 
de Néron- Tate. 

Dans la partie suivante, on calcule les rangs et les normes des morphismes susceptibles 
de rentrer dans l'inégalité des pentes. On écrit ensuite cette inégalité, sous l'hypothèse que le 
morphisme soit injectif. On parvient rapidement à une contradiction. A ce stade du travail, 
on a montré que le minimum essentiel de X est correctement minoré modulo l'injectivité du 
morphisme. 

On suppose donc par l'absurde, dans la sixième partie, que le morphisme n'est pas 
injectif. On commence par appliquer un lemme de zéros très général d'Amoroso et Da- 
vid. L'utilisation de ce lemme est suivie, comme dans les cas torique et multi-elliptique, 
d'une phase de dénombrement et d'un argument de descente, qui permettent d'obtenir une 
contradiction. Le travail sur l'injectivité du morphisme s'effectue exceptionnellement après 
l'utilisation de l'inégalité des pentes, d'abord car il est assez long, mais surtout parce qu'il 
comporte une itération (dans la phase de descente) qui nécessite d'avoir déjà écrit cette 
inégalité. On n'a pu adapter la phase de descente qu'en petite codimension : r < 2. 

Constantes 

Le théorème 11.61 montre l'existence d'une constante C{A) ne dépendant que de A et 
impliquée dans la minoration du minimum essentiel. Au cours de ce travail, on introduira 
des constantes ci, . . . ,C22 ne dépendant que de A. Le choix des paramètres fera intervenir 
une constante Cq, dépendant uniquement de A elle aussi, qui sera prise grande par rapport 
aux constantes Q (1 < î < 22). La constante C{A) s'exprimera alors simplement en fonction 
de Co- 
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2 Un lemme clé p-adique sur les variétés abéliennes 



Soit A une variété abélienne définie sur K un corps de nombres et soit Va un ensemble 
de premiers bien choisi en fonction de A. Le but de cette partie est d'étabUr une inégaUté p- 
adique concernant les points de p-torsion de A, pour p S T'a- On cherche à montrer, pour les 
variétés abéliennes, un résultat comparable à l'inégalité suivante, vraie pour tout premier 
p, toute racine p-hme de l'unité Ç et toute place v/p d'un corps de nombres quelconque 
contenant Ç : 

Cette inégalité, conséquence d'une propriété de ramification bien connue sur les corps 
cyclotomiques (voir |lR80j . Proposition 13.2.7), a un analogue satisfaisant sur les courbes 
elliptiques pour les premiers de bonne réduction ordinaire, s'il n'y a pas de ramification ini- 
tiale ; dans le cas des premiers supersinguliers, on doit remplacer 1/p par l/p"^ (voir |Gal07] . 
2.4.1). On s'attend donc à ce que le résultat obtenu sur A dépende de la réduction de A mo- 
dulo p, un idéal de Ok- Deux invariants associés à une variété abélienne en caractéristique 
positive apparaissent naturellement au cours de la discussion, à savoir le rang de la matrice 
de Hasse-Witt et son rang stable (ou p-rang de la variété). On obtient une inégalité assez 
précise sous l'hypothèse que ces deux invariants sont égaux, puis on trouve une base du tan- 
gent dans laquelle les propriétés p-adiques associées à des premiers différents (et de norme 
bornée) sont vraies simultanément. 

Dans la suite de ce travail, on n'utilisera pas ces estimations p-adiques dans toute leur 
précision. Dans ces conditions, le choix de la base adaptée n'est pas capital ; il est par 
ailleurs peu coiiteux puisqu'il n'ajoute qu'un terme négligeable dans le calcul de pente du 
sous-paragraphe I3.2.3[ 

L'intérêt de ce résultat p-adique, dans la mise en œuvre de la méthode des pentes, sera 
d'estimer certaines normes ultramétriques d'un morphisme de restriction ; cette estimation 
est le point crucial de la preuve et correspond à la phase d'extrapolation dans une preuve 
classique de transcendance. 

2.1 Le p-rang d'une variété abélienne 

On fixe pour ce paragraphe et le suivant un premier p et une variété abélienne A définie 
sur un corps fini Fg C k = ¥p. Commençons par donner la définition du p-rang, à travers la 
proposition suivante (confer |Mum74j . page 64) : 

Proposition 2.1 Le sous-groupe A[p] des points de p-torsion sur¥p est de cardinal p"', où 
a G [0;g] est un entier. De plus, le groupe A[p] est isomorphe à (Z/pZ)°. Cet entier a sera 
appelé p-rang de A. 

Remarques Le p-rang de A est aussi appelé rang stable de A (en raison de son lien avec 
la matrice de Hasse-Witt de A, explicité infra, 12. 2|) . S'il est égal à g, la variété A est dite 
ordinaire. 

On peut maintenant introduire les morphismes de Frobenius $pj , pour j > 1 un entier. 
On définit d'abord sur Spec(A;) comme étant l'identité sur l'espace topologique réduit 
à un point et l'élévation à la puissance p' sur k. On note ensuite A^^ le schéma sur 
Spec(A;) défini comme le tiré en arrière de A par l'action du Frobenius sur Spec(/c). Par 
construction, ce schéma est une variété abélienne. 
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Définition 2.1 Le morphisme de Frobenius : 

est défini par l 'élévation à la puissance sur le faisceau structural. 

Remarque Si la variété abélienne A est définie sur ¥q, avec q = , alors le Frobenius 
est un morphisme de A dans A. 

Le schéma A^^^'^ est une variété abélienne et le Frobenius une isogénie purement 
inséparable de degré p'^ (voir [MvdGOT] . page 72). On vient de montrer que le degré 
inséparable de \p] est supérieur à p^. Dans le cas des courbes elliptiques, il est facile de 
prouver que [p] se factorise à travers ^p ou <î>p2 car son degré inséparable est exactement 
le degré d'un de ces deux morphismes. La factorisation par $p est vraie en général, et on 
l'obtient en construisant explicitement le morphisme avec lequel on compose le Frobenius, 
appelé "Verschiebung" {confer [MvdGOT] . pages 74 et 104) : 

Lemme 2.2 // existe une isogénie V : ^ A telle que \p] = V o ^p. De plus, V et 
^p sont duales l'une de l'autre au sens suivant : si on note A la duale de A, on a une 
décomposition -'[p]^ ~^Â° ^pÂ ^^^'^ ■' 

Comme le morphisme de Frobenius est purement inséparable, le p-rang n'est autre que 
le degré séparable de V . S\ a = (7, l'isogénie V est séparable et sa différentielle en est 
inversible. On veut relier plus généralement a à la différentielle de V en ; ceci nous amène 
à étudier la structure de schéma en groupe du sous-groupe A[p\ de A. 

2.2 Schémas en groupe 

On fait ici quelques rappels sur la théorie des schémas en groupes ; on peut trouver ces 
résultats dans |Mum74j . partie III. 

Définition 2.2 Un schéma en groupe G sur k est un schéma muni d'un morphisme de 
multiplication m : G x G ^ G, d'un morphisme d'inversion i : G ^ G et d'un élément 
neutre e : Spec(A;) — > G vérifiant les axiomes : 

mo [m X Ida) = mo (Idc xm): GxGxG^G, 

m o (e X Idc) = ji ■ Spec(A;) x G ^ G, 

m o (Id-G X e) = j2 : G X Spec(/c) G, 

et : 

e o vr = m o (Ida x i) = mo {i x Ida) ■ G ^ G, 

où vr : G — > Spec(Â;) ; j\ : Spec(A;) x G ~ G ^'2 : G x Spec(A;) sont les isomorphismes 
canoniques. 
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Soit G un schéma en groupe. Son algèbre de Lie est le A;-espace vectoriel des champs de 
vecteurs invariants par m et elle est munie de la fonction de Hasse-Witt, qui associe à une 
dérivation D la dérivation {p-ème itérée de D). C'est une application Fp-linéaire {i.e. 
additive et linéaire sous la multiplication par un élément de Fp). 

On définit G le dual (de Cartier) de G d'un schéma en groupe afiine Spec(iî) en prenant 
le dual R* de R et en le munissant d'une comultiplication et d'un idéal d'augmentation par 
dualité. 

On suppose maintenant que G est un schéma en groupe fini et commutatif. On dit que 
G est de type / (resp. de type r) si l'espace sous-jacent est constitué d'un seul point (resp. 
si G est réduit). On dit que G est de type {x,y) si G est de type x et G est de type y. Le 
schéma G se décompose alors de façon unique en un produit : 

G = Gr,r X Gr^l X Gi^r X Gi^i, 

où Gx,y est de type {x,y) (pour plus de détails, voir |Mum74j . §14). 

Pour le schéma en groupe A[p] qui nous intéresse ici, le type Gr,r est trivial car A\p] est 
de cardinal une puissance de p. Plus précisément, on a la proposition : 

Proposition 2.3 On a l'isomorphisme de schémas en groupes : 

A\p] ^ {'L/p'Lr X {i^pT X Gl 
où a est le p-rang de A, fip = Spec[k[X] / {X^ — 1)) et G^ est de type (/, /). 
Preuve 

Soit n G N*. Compte tenu des structures de groupes de et du dual j4[p"], qui 

donnent les composantes réduites de ces deux schémas en groupes, et comme le dual du 
noyau de l'isogénie [p] est le noyau de l'isogénie duale {confer |Mum74] . page 143), on a la 
décomposition : 

A\p'^] ~ (Z/p"Z)" X {Z/p^f X G°, 
pour un certain entier (3 et un schéma en groupe local Gj^. 

L'algèbre de fonctions associée à Ljp^L est son algèbre de groupe et, en notant X 
l'évaluation en 1 G Z/p"Z, on voit que l'algèbre duale est isomorphe à : 

Spec(A:[X]/(XP" - 1)). 

On en déduit que : Z/p"Z ~ ^pn. De plus, a et /? sont permutés par passage de A à Â et 
puisqu'il existe une isogénie / : A ^ A, en notant K le cardinal de son noyau, on a : 

/(yl[p"]) C donc p^^<Kp''f^. 

En faisant varier n, on obtient : a < fi. Mais comme la duale de A est isomorphe à A {conter 
|Mum74| . page 132), on obtient : a = /?. 

□ 

Remarque Les schémas en groupes de type local-local sont les plus difficiles à comprendre. 
Pour plus de détails, utilisant la théorie des vecteurs de Witt, on renvoie par exemple à 
|Pin04j (en particulier §16 et §22). 

On peut maintenant faire le lien entre la différentielle de ^ en et le p-rang : 
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Proposition 2.4 Soit ^ la différentielle de V en 0. Alors le p -rang de A est le rang de . 
Preuve 

On passe aux algèbres de Lie dans la proposition précédente et on observe que l'appli- 
cation linéaire \p]* est la multiplication par p, donc est nulle sur Lie(^). En se limitant à la 
partie locale en 0, on a : 

Lie(^) = Ue{A\p]) = Lie(^p)" © Lie(G?). 

En prenant comme base de Lie(/Up) la dérivation Xd/dX, on observe que la fonction de 
Hasse-Witt est l'identité sur Lie(/ip)", alors qu'elle est nilpotente sur la partie locale-locale. 
De plus, par l'isomorphisme canonique : 

LieÂc:^ H\A,0 a), 

la fonction de Hasse-Witt correspond à l'application induite par le Frobenius sur Oa {confer 
|Mum74j . page 148), qui correspond par dualité à la différentielle de V sur le tangent en 0. 
Il existe donc une décomposition du tangent en : tA = Vs + Vn laissée stable par ^ telle 
que soit un isomorphisme et soit nilpotente; de plus, l'espace vectoriel Vg est de 
dimension a. En itérant g fois l'application ^, la partie nilpotente s'annule et on en déduit 
que le p-rang est le rang de . 

□ 

Remarque On appelle composante semi-simple de ^ l'espace vectoriel V^. Cette compo- 
sante semi-simple est l'image de donc est définie sur Fç. 

Le p-rang d'une variété abélienne n'est pas toujours égal au rang de la matrice de Hasse- 
Witt. Si on fixe a < — 1, on peut même montrer (voir |Kob75| . theorem 7, page 163) que 
sur l'espace de module des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g avec 
structure de niveau fixée sur k, les variétés abéliennes ayant une matrice de Hasse-Witt de 
rang g — 1 sont Zariski-denses dans le fermé des variétés abéliennes dont le p-rang est plus 
petit que a. Si le p-rang est égal k g — 1 ou g, il est automatiquement égal au rang de la 
matrice de Hasse-Witt. 

En général, le p-rang et le rang de la matrice de Hasse-Witt sont distincts, et la par- 
tie nilpotente fait obstruction pour contrôler efficacement la norme p-adique de tous les 
paramètres. On devra donc par la suite travailler avec des idéaux premiers p de bonne 
réduction tels que la variété abélienne modulo p ait ces deux invariants égaux. 

Hypothèse On suppose maintenant que le p-rang de A est égal à ou au rang de ^. 

On choisit un système de paramètres {xi, . . . , Xg) associés à une base de différentielles inva- 
riantes, tels que (xi, . . . ,Xa) soit une base de Im^'S (qui est égale à Im^' sauf éventuellement 
si le rang est nul). Notons O^A le groupe formel associé à ^ en sur Fg. On a ( |HSOO| . page 
268) : 

Oo,A ^ IFq[[xi, . . .,Xg]]. 

On note V = {Vi, . . . , Vg) le 5f-uplet de séries formelles image de l'isogénie V dans le groupe 
formel. On note aussi $q, le morphisme de Fq[[xi, . . . ,Xg]] qui agit sur les paramètres par : 

Xi ^ Xi si i < a 
Xi ^ x\ si i > a. 
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Corollaire 2.5 // existe un g-uplet de séries formelles U = {Ui, . . . ,Ug) tel que V se 
factorise : V = Uo et tel que d U soit inversible. 

Preuve 

Si le p-rang est nul, on note IC la clôture séparable de V*k{A) dans k{A). Comme 
kiAY C kiA) est purement inséparable, et par définition de la clôture séparable, on a l'in- 
clusion : k{AY C IC puis égalité en comparant les degrés de ces extensions. La factorisation 
sur les corps de fonctions induit une factorisation : V = U o $p2, oii U est séparable. Sa 
différentielle est donc inversible (voir |Lan02j . VIII, proposition 5.5). 

Supposons maintenant a > 0. Pour tout entier i S comme V est une isogénie, la 

forme différentielle dx*V est encore une différentielle invariante, donc se décompose : 

9 

dx*V = Ojjdxj, 

où les aij sont constants et donnés par la i-ème colonne de la matrice de \I' dans la base 
associée k {xi, . . . ,Xg). On en déduit par intégration que les seuls termes non-nuls dans les Vi 
sont les termes linéaires ou des monômes en (x^, . . . , Xg). Par choix de la base, les paramètres 
{xa+i, ■ ■ ■ ,Xg) sont absents de la partie linéaire. On a donc bien la décomposition voulue. 
L'application $q est purement inséparable et son degré est le rang de : 

k[[Xl, . . . , Xg]]/ . . . , x^), 

donc : 

deg$„ = degi$« =p^^-". 

En comparant les degrés séparables et inséparables, on voit que U est séparable, et que sa 
différentielle est inversible. 

□ 

2.3 Retour en caractéristique nulle 

Le but de ce paragraphe est de traduire la proposition précédente en un résultat p-adique 
pour les points de torsion d'une variété abélienne définie sur un corps de nombres. Soit donc 
A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de nombres K, munie d'un fibré 
L ample et symétrique, et soit A un modèle entier de A sur Ok- On peut supposer (voir 
[HSOOj . page 105), quitte à considérer L^^, que le fibré L est très ample (et projectivement 
normal). Rappelons que pour tout nombre premier il y a p^^ points de p-torsion dans 
A{K). Pour un idéal premier p de Ok de bonne réduction divisant p, la fibre spéciale 
ne contient plus que p" points de p-torsion, où a est le p-rang de la fibre spéciale. 

Par la suite, on fera implicitement un certain nombre de choix sur A (une base de 
sections globales pour L, une base de dérivations algébriques, une base d'ouverts affines) et 
par abus de langage, on dira qu'une constante ne dépend que de A si elle dépend de A et 
de ces choix. 

Précisons d'abord que si q est un idéal premier de K' une extension finie de K, dont la 
projection sur Z est p, on choisit la normalisation suivante pour la valuation q-adique : 

\p\q = p^""' , OÙ riq est le degré local : [K'^ : Qp]. 
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Cette normalisation permet d'écrire plus simplement la formule du produit et la hauteur 
d'un morphisme, qui intervient dans les inégalités de pentes. 

Les premiers de réduction ordinaire {i.e. les premiers de bonne réduction pour lesquels 
le p-rang est égal à g) sont ceux pour lesquels les propriétés métriques sont les meilleures. 
Dans le cas d'une courbe elliptique E, on sait qu'ils sont de densité 1 si S n'est pas à 
multiplication complexe ; et qu'ils sont de densité au moins 1/2 si E est à multiplication 
complexe. En dimension supérieure, on ne connaît aucun résultat de densité comparable. 
On va donc travailler avec un ensemble de premiers ayant même type de réduction (pas 
nécessairement ordinaire) et de densité positive. On définit la densité naturelle pour les 
idéaux premiers de la façon suivante : 

Définition 2.3 Soit Q un sous-ensemble de l'ensemble V des idéaux premiers de Ok- On 
dit que Q a une densité naturelle d si le quotient : 

|{qeQ,jV(q)<x}| 
|{pGP,iV(p)<x}| 

tend vers d quand x ^ oo. 

Remarque La fonction N est la norme sur les idéaux (définie dans |Sam03j : III, 5). 

Dans toute la discussion qui suit, on omet de préciser les ensembles indexateurs, qui 
sont toujours finis et dépendent de A. 

La loi d'addition de A est donnée sur chaque ouvert affine par des polynômes de bi-degré 
(2, 2) {confer |LR85j ou |DP02| . proposition 3.7) dont les coefficients sont de hauteur bornée 
uniquement en fonction de A. On a donc, si on note {xk)k l'ensemble fini de ces coefficients : 

VA; : \xk\p < 1, (1) 

sauf pour un nombre fini d'idéaux premiers p (ne dépendant que de A). 

Fixons maintenant une base de dérivations algébriques {di,...,dg) sur A. Quitte à 
prendre des idéaux premiers p de Ok plus grands qu'une constante ne dépendant que de A, 
cette base de dérivations est encore une base de dérivations modulo p. De plus, on a {confer 

Théorème 2.6 Pour toute fonction abélienne fi sur A et pour toute dérivation dj : 

9jfi = ^yéhfh 

où les fi sont une base de fonctions abéliennes sur A. De plus, les y^jf^ sont des nombres 
algébriques, de hauteur bornée uniquement en fonction de A. 

Preuve 

La preuve de [Dav91] . théorème 4.1, est donnée pour une base bien spécifique, la base de 
dérivation de Shimura, sous l'hypothèse que la polarisation est principale. Le résultat obtenu 
est alors effectif. Ses arguments s'adaptent sans peine pour obtenir le résultat qualitatif dont 
on a besoin dans la généralité indiquée. Rappelons-en les étapes. 
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On commence par observer que, si on fixe deux fonctions thêta {6q,9i) telles que : 
fi = di/6o, on a : 

Puis (comme L est associé à un plongement projectivement normal), le morphisme : 

r{A,Lf^ -^r{A,L^^) 

est surjectif. 

On a donc l'écriture attendue, mais avec les ^^'■'^ dans C, et comme la base de dérivations 

est algébrique, on en déduit que les y^'j le sont aussi. Ces coefficients étant en nombre fini, 
on peut trouver une borne pour leur hauteur ne dépendant que de A. 

□ 

En appliquant ce théorème à une base de sections de L, il en résulte que pour tout idéal 
premier p de Ok sauf un nombre fini (ne dépendant que de A) : 

y{i,j,k,l) : |yl'j|p<l. (2) 



Les premiers de mauvaise réduction pour A sont en nombre fini, ainsi que les premiers de 
Z se ramifiant dans Ok- On pose Va,o l'ensemble des premiers p de Ok de bonne réduction, 
vérifiant ([1]) et ([2]), tels que la base de dérivations algébriques soit encore une base sur ^p, 
tels que si (p) = p Pi Z, on a : Cp/p = 1, et enfin, tels que : 



1 1 



p- 

Comme la même somme indexée par N* converge, il suffit d'exclure un ensemble fini (absolu) 
de premiers pour que cette condition soit vérifiée. L'ensemble Va,o est de densité naturelle 
égale à 1, et sa construction ne dépend que de A et K. 



On fait maintenant l'hypothèse suivante sur A : 



Hypothèse H3 II y a une densité cq > d'idéaux premiers p pour lesquels : 

- soit le p-rang de est égal à 0, 

- soit il est non- nul et égal au rang de la matrice de Hasse-Witt. 

Par le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe un entier k tel que la densité naturelle 
d'idéaux premiers de Va^ vérifiant H3 et pour lesquels la fibre spéciale a un p-rang égal à k 
est supérieure ou égale à On choisit un tel entier et on le note a. On note Va l'ensemble 
des idéaux premiers p de Va,q en lesquels la variété ^p a un p-rang égal à a. De plus, quitte 
à diviser la densité de cet ensemble par [i^ : Q] , on peut supposer que deux idéaux premiers 
distincts de Va ont des normes, donc des projections sur Z, distinctes. Dans les cas non 
ordinaires, on obtient une inégalité métrique moins bonne. Cette perte sera compensée, en 
j3-rang égal à 0, par le plus grand nombre de points de torsion se réduisant sur 0. 

On peut maintenant traduire le corollaire précédent en propriété p-adique. Soit p G Va 
un idéal premier et p = p n Z. Par choix de Va-, la fibre spéciale ^p est lisse. Soit la 
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différentielle du Verschiebung sur ^p. Par la discussion du paragraphe précédent, on peut 
trouver une base de paramètres algébriques en l'origine de A : 

^p,l) • • • ) ^p,g 

(i.e. dont la projection est une base de mo/trio, oii mo est l'idéal maximal correspondant à 
l'origine de ^4) telle que son image par réduction modulo p : 

^p,l; • • • ) ip,g 

soit encore une base de paramètres algébriques, avec : 

Im^f^ = Vect(tp,i, . . . ,tp,«), 
Kerî»^ = Yect{tp^a+i, ■ ■ ■ ,tp,g)- 

On note Op l'anneau de valuation associé à p. Il lui correspond par tensorisation : 

Aop ■■= A xspecOA' SpecOp, 

et la section nulle ep. On note Aop le complété le long de ep de Aop- La multiplication par 
Ip] est donnée sur le groupe formel par un ^f-uplet de séries formelles : F = (Fi, . . . , Fg) et 
par réduction modulo p, on obtient un g-uplet de séries formelles : F = (Fi,... ,Fg). La 
décomposition : \p]p = Vp o (pp de la multiplication par p sur la fibre spéciale induit une 
décomposition : 

F(tp) = Vp(tp, 
oii tp = {t^^, . . . , i^ g) est l'image de tp par le Frobenius. 

On a alors la proposition suivante : 

Proposition 2.7 Si P est un point de p-torsion se réduisant sur modulo q, pour une 
place q/p dans un corps de définition de P, on a : 

V l<i<a: |tp,,(P)|q<p-"^/P, 

et : 

Va<i<5:|ip,i(P)|q<p-"^/^'. 

Preuve 

Soit P se réduisant sur modulo q, pour q/p dans un corps de définition de P. On sait 
déjà que : 

y i<i<9-MP)U<i. 

De plus, le morphisme [p] en P est donné par le ^-uplet de séries formelles F appliquées au 
système de paramètres (voir jHSOOj , page 272). On en déduit : 

Fotp(P) =0. 

D'après le corollaire 12.51 on a une factorisation : Vp = Up o <î>Q,^p, et la différentielle de 
Up est inversible. En utilisant la réduction modulo p de F et les propriétés de base d'une 
loi de groupe formel (rappelées dans [HSOO] . page 269), on voit que F est donnée par : 

F(tp) = ptp + G(tp) + H o $„(tp. 
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Le g uplet de séries formelles G a ses coefficients dans pOp et ses premiers termes sont qua- 
dratiques ; le g(-uplet H a ses coefficients inversibles modulo p et sa différentielle est inversible 
dans Op. Soit iç, £ [l,g] tel que |tp,îo(-P)|q soit maximal. En inversant la différentielle, et par 
choix de io, on obtient : 

tp,,{pf'° epOp, 

où = 1 si io < a et n^g = 2 sinon. Comme l'indice de ramification Cp/p vaut 1 et par 
définition de io, on en déduit que pour tout i < g : 

|tp,(P)lc<p-"^/^'. 

Ceci étant démontré, on est assuré que les termes non-linéaires dans H donnent une norme 
p-adique plus petite que 1, et n'interfèrent pas avec le terme linéaire. On obtient donc, cette 
fois, pour tout i < a : 

tp^Pf G pOp, 
et la proposition est entièrement démontrée. 

□ 

Remarque Puisque la ramification initiale : Cp/p = 1 et le sous-groupe des points de p- 
torsion se réduisant sur modulo q est galoisien de cardinal inférieur àp^^~", le théorème 
de Raynaud (corollaire 3.4.4 de |Ray74| ) donne : 

pour tout i < g. La théorie galoisienne ne suffit donc pas ici à démontrer la propriété 
métrique, alors qu'elle donne les mêmes résultats que l'approche des groupes formels dans 
le cas multi-elliptique. 

On pose maintenant : = 1 si a = (7 et = 2 sinon. On choisit un système de 
paramètres en : (ti, . . . ,tg) associé à la base algébrique de tA (le tangent de A en l'origine) 
définie en 12.31 Comme par choix des premiers, cette base de paramètres est encore une base 
modulo p, on a immédiatement le corollaire : 

Corollaire 2.8 Si P est un point de p-torsion se réduisant sur modulo q, pour une place 
q/p dans un corps de définition de P, on a : 

Vl<i<5:|^^(^')|q<P""^/^"^ 

2.4 Base adaptée pour le tangent 

On montre dans ce paragraphe comment améliorer le corollaire précédent et trouver une 
base entière du tangent dans laquelle les propriétés p-adiques de la proposition 12.71 seront 
simultanément vraies, pour un nombre fini d'idéaux premiers, de norme bornée par un entier 
N . La hauteur des éléments de la base sera bornée par une fonction explicite de N . 

On rappelle que tA désigne l'espace tangent de A en l'origine et on le munit cette fois 
de sa base canonique (/i, ... , fg) pour le produit scalaire hermitien induit par la forme de 
Riemann. A tout p G Va-, on peut associer une base orthonormale Op = (cp^i, . . . , Cp^g) de tA 
dans laquelle on dispose de bonnes propriétés métriques (par la proposition 12.7p . On veut 
trouver une base dans laquelle toutes les propriétés p-adiques sont lisibles simultanément. 
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pour p G Va- Ceci est possible si on borne dès maintenant la norme des premiers avec 
lesquels on travaille. Soit donc N un entier ; on suppose on note : 

7^A,7v = {pepA,N(p)<iV}. 

On définit enfin la hauteur d'un vecteur x G comme le maximum des hauteurs de ses 
coordonnées. 

On commence par démontrer un lemme de géométrie des nombres, qui fournit des 
éléments de petite hauteur dans une classe modulo b, pour b un idéal de Ok- 

Lemme 2.9 Soit b un idéal de Ok de norme P ÇîN. Il existe une constante ci ne dépendant 
que de K telle que : pour toute classe c modulo b, il existe un élément x de Ok dans c de 
hauteur plus petite que log/5 + ci . 

Preuve 

Au cours de la preuve, on notera par commodité : n = [ET : Q]. On commence par 
plonger canoniquement K dans M" ~ W"^ x par un morphisme a ; on note ri le nombre 
de plongements réels et r2 le nombre de plongements complexes à conjugaison près. Le 
module a{b) est alors un sous-réseau de a{OK) et son covolume est donné par la formule 
{confer |Sam03j . 4.2) : 

à^i{a{b)) = 2-'^\dK\^I^P, 

on dK est le discriminant absolu de K. On applique le second théorème de Minkowski au 
réseau (T(b) et à l'ensemble : 

B = {h={yu...,yr,,zi,...,Zr,)^W^ xC^MIhll =^|yi| + 2 5^|z,-| < 1}, 

i=i j=i 

qui est compact, convexe et symétrique par rapport à l'origine. Son volume est donné par 
la formule f |Sam03j . 4.2) : 

VOl(5) = 

En notant, pour 1 <i <n : 

Xi = inf{A, 3 i vecteurs de a{b) libres dans Ai?}, 

on a l'inégalité des minima successifs : 

Al • • • A„vol(5) < 2"deta(b). 

On souhaite majorer le dernier de ces minima. Pour y parvenir, on remarque que la norme 
d'un élément x de Ok est > 1 (c'est la valeur absolue du coefficient constant de son polynôme 
minimal sur Z), et on en déduit, par l'inégalité arithmético-géométrique : 



C^\(J^{x)\Y > n"N(x) > n". 



i=l 

Ceci permet de minorer le premier minimum : Ai > n, et par suite : 

^„_i, / ^ A, / 2"deta(b) 



~~l vol(i3j 
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Soit c une classe de Ok/'^ ', son image par a est une classe du quotient (j(C'/^)/cr(b). Comme 
la norme ||.|| vérifie l'inégalité triangulaire, on peut choisir un représentant x de c tel que : 

||a;|| < nXn- 

De plus, pour un point entier, seules les contributions archimédiennes interviennent dans 
la hauteur. Notons I l'ensemble des indices pour lesquels |crj(x)| > 1. Par concavité de la 
fonction log : 

On peut enfin conclure, à l'aide de l'expression du dernier minimum, et des formules donnant 
le déterminant du sous-réseau et le volume de B : 

h{x) < log/3 + (n + l)log2 + ^log|dA-|. 

□ 



Le lemme précédent, allié au lemme des restes chinois, permet alors de trouver une 
bonne base simultanée, de hauteur correctement contrôlée : 

Proposition 2.10 II existe (ei, . . . ,eg) une base orthogonale de tA^K), correspondant par 
dualité à un système de paramètres {ti,...,tg) vérifiant la propriété suivante : pour tout 
p G 'Pa,n tel que p fl Z = pZ, si P est un point de p-torsion se réduisant sur modulo q, 
pour une place q/p, on a : 

\/l<i<a: \ti{P)\^ < 

et : 

< i < g : \t,{P)\, < p-"''/p\ 

De plus, la hauteur des Cj est majorée par c^N, pour une constante C3 ne dépendant que de 
g et K. 

Preuve 

Soit 1 < î < 5. Si on note ej p la j-ème composante de e^^p selon la base canonique, le 
nombre e] ^ est dans Ok- Par le lemme des restes chinois : 

n okipok^ok/{ n p)^^- 

PG'Pa.jv PG'Pa.jv 
Il existe donc c/j, un élément de Ok, tel que : 

4 = e^,j mod p, 

pour tout p G Va,n et par le lemme précédent, on peut prendre d^ vérifiant : 
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pour une constante ci ne dépendant que de K. La norme étant multiplicative pour les 
idéaux (voir [Sam03j . 3.5), et en utilisant l'estimation de Tchébychev ( [,Ten95j . th. 3 page 
11), on a : 

h{4)< Y, log(iV(p)) + Cl < Yl log(p) + Cl < C2iV, 

pour une constante C2 ne dépendant que de K, avec Vz l'ensemble des premiers rationnels. 
On note di le vecteur dont les coordonnées sont les dl dans la base canonique. La propriété 
p-adique ne dépendant que de la classe mod p des coordonnées, elle reste vraie pour la base 
d = ((il, ... , dg) et pour tout p E T'a,n- Le procédé d'orthogonalisation de Schmidt appliqué 
à d fournit une base e pour laquelle la propriété métrique reste inchangée (par l'inégalité 
ultramétrique). Les Cj sont donnés par la formule : 

_ , _ v-^ iek,di) 
ei-di- Cfc. 

k=i ^ 

Puisque > g'^, on obtient par récurrence : h{ei) < c^N avec C3 = 4^C2. 

□ 



3 Théorie des pentes 

Dans cette partie, on commence par définir les objets qui apparaissent dans la théorie 
des pentes, puis on donne les inégalités de pentes dont on se servira par la suite. On finit par 
estimer les pentes de fibrés qui apparaîtront dans la suite de ce travail. Un des avantages de 
la méthode des pentes, en géométrie diophantienne, est de rendre plus facile le calcul des 
constantes. Si le calcul de la constante ne dépendant que de A reste très délicat dans notre 
minoration du minimum essentiel, on a tenu, dans cette partie, à donner des estimations 
précises, sinon en le corps de définition et en le genre de A, du moins en la hauteur de 
Faltings de A. 

Enfin, comme dans la partie [2 on a donné des résultats un peu plus généraux que ceux 
dont on se servira par la suite, puisqu'on a défini la multiplicité avec un sous-module (de 
rang maximal) du module tangent donné par un modèle semi-abélien. Ces calculs pourraient 
éventuellement permettre, dans un travail ultérieur, de mettre en oeuvre une technique de 
multiplicités penchées, qu'on n'a pu appliquer ici. 

3.1 Définitions et inégalité de pentes 

On souhaite mettre en œuvre le formalisme des pentes, introduit par Bost dans |Bos96b] . 
et qui s'est développé dans la littérature diophantienne depuis une dizaine d'années. Pour 
des détails et des exemples d'applications de la théorie des pentes, on renvoie par exemple 
aux articles de Bost f jBos96b! . |Bos01| ) ou à l'article très complet de Gaudron ( |Gau06j ) . Le 
but de cette partie est donc d'écrire une inégalité de pentes. Sous sa forme basique, celle-ci 
compare les pentes de deux Ox-modules hermitiens s'il existe un morphisme (p injectif entre 
eux. On va donc définir le degré arithmétique d'un fibré vectoriel hermitien, puis sa pente, 
sa pente maximale, et la hauteur d'un morphisme de fibrés. 

On note provisoirement (dans ce paragraphe) : S = Spec(C'x), l'ensemble des points 
fermés de S et 5oo l'ensemble des places archimédiennes de Ok (correspondant aux points 
complexes de S) ; on note enfin M{K) = 5o U l'ensemble des places de K. Un fibré 
vectoriel £ sur S est constant, ce qui mène à la définition suivante : 



18 



Définition 3.1 Un fibré vectoriel hermitien sur S est un OK-fnodule £ muni d'une col- 
lection {\\-\\y}v&Soa ^^//e que pour tout v G 500, 11-11^, soit une norme hermitienne sur le 
K^- espace vectoriel = £ ® et qu'on ait la compatibilité suivante : 

W^Wv ~ W'^Wv pour tous V G Soo et X £ £y, 
où V désigne la conjuguée de v (via le plongement complexe qui leur est associé). 

On note £ le fibré (<î,{||-||^ })• Si v est une place finie de K, on lui associe un anneau de 
valuation Oy, et étant donnée une base (ei, . . . , e^) de = £ (dOy sur Ok, on munit £v de 
la norme ||.||^ définie comme le maximum des valeurs absolues u-adiques des coordonnées 
dans cette base (voir 12.31) . 



On peut maintenant définir le degré arakelovien normalisé d'un fibré hermitien. On 
commence par les modules de rang 1 puis on passe au cas général grâce au déterminant : 

Définition 3.2 Soit £ un Ox-fibré hermitien de rang 1 et s un élément non nul de £. On 

définit le degré arithmétique (ou arakélovien) normalisé de £ de la manière suivante : 

Si £ est un Ox-fibré hermitien de rang r, on pose : 

deg £ = deg det£^, 

où les normes sur le déterminant sont celles obtenues par puissance tensorielle et quotient 
à partir de celles de £ . 

Remarques La formule du produit montre que cette définition ne dépend pas du choix de 
s. Si -ftT = Q, le degré d'Arakelov est l'opposé du logarithme du covolume de £ vu comme 
réseau de £ ®i M (voir |BGS94] . formule (2.1.13) pour le cas général). 

Définition 3.3 Soit £ un fibré hermitien de rang non nul, on définit sa pente de la façon 
suivante : 

m = 

rgé: 

Les pentes des sous- modules de £ sont bornées (par l'inégalité d'Hadamard), ce qui justifie 
la définition : 

Définition 3.4 La pente maximale de £ est définie par : 

V'iaa.y.{£) = max /i(J^), 

où T décrit V ensemble des sous-fibrés non-nuls de £ munis des métriques déduites de celles 
de £ par restriction. 

Soit (j) un morphisme entre deux Ox-fibrés £ et J-. Si ces fibrés sont hermitiens, pour 
toute place v G M{K), on note \\<j)\\^ la norme d'opérateur du morphisme : 

(j) : £v = £ (g) Ky ^ = (g) Ky. 

On a donc : 

V — SUPa;g£:„,a;^0— [r-îi • 

On peut alors définir la hauteur de (p '■ 
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Définition 3.5 Si 4> est un morphisme entre deux Ox-fibrés hermitiens E et T , on appelle 
hauteur de (j) : 

^ v£M{K) 



On est alors en mesure d'écrire une première inégalité de pentes : 
Lemme 3.1 Si le morphisme (j) ■ J'K ^st injectif : 

d^£< rg{£) (/îmax(:^) + Hcb)^ . 

Preuve 

C'est une conséquence de l'inégalité d'Hadamard ; on renvoie à |Che06| . page 40, pour 
plus de détails (où la même convention est faite sur les normes ultramétriques). 

□ 

On utilise généralement une version filtrée de cette inégalité. Soit (p : £k — > une appli- 
cation iT-linéaire injective. On suppose qu'il existe une filtration d'espaces vectoriels : 

{0} = J^K,N+l C • • • C !FKfi = ^K- 

et que les quotients GK,i = J^K,i/^K,i+i sont les tensorisation avec K de fibrés hermitiens 
Gi sur SpecOi^. On définit une filtration sur £k par image réciproque : 

£K,i = <pK^{^K,i), 

et on considère : 

(t>i ■ £K,i — *• GK,i, 

l'application linéaire naturellement induite sur le quotient. La version filtrée de l'inégalité 
des pentes est la suivante : 

Lemme 3.2 Si (f) est injective, on a l'inégalité : 

N 

deg f < ^ à:\m{£K,i/£K,i+i) (/^maxl^i) + h{4>i)) ■ 

Cette version est particulièrement utile dans une preuve de transcendance : la filtration 
correspond alors aux différents ensembles et ordres d'annulation d'une fonction auxiliaire. 

3.2 Quelques fibrés hermitiens et leurs pentes 

On peut maintenant préciser les fibrés hermitiens auxquels on compte appliquer la 
méthode des pentes. Rappelons que A est une variété abélienne munie d'un fibré ample 
et symétrique L, et définie sur un corps de nombres Ok- 
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3.2.1 Tangent et espace symétrique 

Quitte à prendre une extension finie de K ne dépendant que de A, on suppose que 
A admet réduction semi-abélienne sur K. Il existe donc un modèle semi-abélien tt : A ^ 
SpecOx ; on note e : SpecOi^- — > ^ la section nulle et on pose : 

tA '■= e*^^/SpocC'K ) 

oii T4/gpecC'^ est le fibre tangent de A sur Ok- On a une structure de Oj^-module de type 
fini sur tj\,, qui est un sous-module de l'espace vectoriel tangent de ^ à l'origine. Si a est 
une place complexe de K, il existe un isomorphisme : ®o- C ~ f^^(C) et la forme de 
Riemann lo associée au fibré ample L induit une forme hermitienne lo^ G A^'^ '^^ 
s'écrit sous la forme : 

l<h,l<g 

OÙ (/*, . . . , /*) est la base duale d'une base (/i, . . . , fg) de t^i^ (C), pour (zi, . . . , z^) E 
on pose : 



i=l 



2 

= ^ ah,izhzï. 



Ces métriques font de t_4 un fibré vectoriel hermitien et cette structure se transporte par 
dualité à t^. 

On sait calculer explicitement la pente de en fonction de la hauteur de Faltings de 
A (confer |Gau06] . proposition 4.7). Pour définir celle-ci, on considère le module w^/o^ — 
det tj^ muni de la norme associée à chaque place archimédienne o" de : 

2 

'9 r 

Définition 3.6 La hauteur de Faltings de A est le degré dArakelov normalisé du fibré 
^A/Ok ■ ^^^^ notée hp{A) et ne dépend pas du choix de K, le corps de définition, et de 
A, le modèle semi-abélien de A sur Ok- 

Cette fonction vérifie les axiomes d'une hauteur sur les classes d'isomorphismes de variétés 
abéliennes de dimension g sur Q (voir le théorème (2.1) de [Bos96bj ) . Majorer la pente 
maximale de en fonction de hp^A) revient donc à comparer la pente maximale de deux 
modules isomorphes mais non isométriques ; on obtient {confer |Bos96b| . (5.41)) : 

Lemme 3.3 // existe une constante C4 > ne dépendant que de g telle que : 

Amax(ï^) < C4max{l,hF{A),\ogh°{A,L)}, 
où h^{A,L) désigne la dimension de l'espace des sections du fibré L sur A. 

On a construit une base du tangent (sur Ok) dans laquelle les propriétés p-adiques de A 
sont lisibles, pour un grand nombre de premiers p de Ok- On souhaiterait pouvoir majorer, 
en général, la pente maximale associée à des sous-modules du tangent de rang maximal. 
Soit W un sous-module de t_A de rang g engendré par des vecteurs (ei, . . . , e^) ; on munit ce 
module des métriques hermitiennes (issues de la forme de Riemann) de par restriction. 
On peut majorer la pente maximale de en fonction de la hauteur d'une base de W : 
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Lemme 3.4 Soit c(W) > tel qu'il existe une base de W formée d'éléments dont toutes 
les coordonnées sont dans Ok e.t de hauteur plus petite que c(W). La pente maximale de 
vérifie alors : 

/îmax(W^) < C7max{l,/i^(^),degi(^),c(W)}, 
pour une constante cj > ne dépendant que de g et K . 
Preuve 

La valeur absolue du degré normalisé de W est majorée, à partir de la formule (2.1.13) 
de pBGSMj) de l'inégalité d'Hadamard et en prenant une base de Ok d'éléments dont la 
hauteur est bornée par c(>V) : 

Idig W| < C5c(>V), 

pour une constante C5 ne dépendant que de g et de K. En effet, pour les vecteurs à coor- 
données dans Ok^ il n'y a pas de contribution ultramétrique dans l'expression de la hauteur, 
et les contributions archimédiennes sont comparables à la norme sortant de l'inégalité 
d'Hadamard. Un raffinement du lemme précédent (formule (41) de |Gau06j ) donne : 

/imax(W^) < C6max{l,/ii.(A),degi(A), |dii W|}, 

où Ce ne dépend que de g. La majoration de la valeur absolue du degré de W permet de 
conclure. 

□ 

Pour passer aux dérivées d'ordre supérieur, on doit comprendre comment la pente maxi- 
male se comporte avec les puissances symétriques. Soit £ un fibré hermitien sur Ok- Pour 
tout m, la m-ème puissance symétrique S'^E est munie d'une structure hermitienne par 
produit tensoriel puis projection ; on note S^£ le fibré hermitien ainsi obtenu. Le lemme 
suivant est démontré dans l'appendice de [GraOlj : 

Lemme 3.5 Pour E un fibré hermitien de rang g : 

{S^{£)) <m{fL^U£) + 2g\ogg). 

La combinaison des deux derniers lemmes donne la proposition suivante, qui nous servira à 
majorer la pente maximale des fibrés d'arrivée dans l'inégalité de pentes : 

Proposition 3.6 On a la majoration suivante : 

Amax(S™(W^)) < cgm max{l, /i^(^), degi ( A), c(W)}, 
pour une constante cg ne dépendant que de g et K. 

3.2.2 L'espace des sections d'un fibré ample sur la variété abélienne 

La variété abélienne A est munie de L un fibré ample et symétrique, et on note H^{A, L) 
l'espace des sections de degré 1 sur ce fibré. Si s G H^[A,L)^ on peut définir une métrique 
sur L à l'aide de la fonction 9 associée à L. Pour x = exp^(2;) et z S t^, on pose en effet : 

||.(x)|| :=e-fW>(z)|. 
Cette métrique est appelée cubiste et sa forme de courbure est invariante par translation. 
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Il existe alors (voir [ Bos96a| . §4.3) un modèle de {A,L), appelé modèle de Moret-Bailly 
et noté {A,C,0), constitué d'un schéma abélien : 

ir : A ^ SpecOx, 

et d'un fibré hermitien C sur A vérifiant notamment les propriétés suivantes : 

- Il existe un isomorphisme de variétés abéliennes sur Q : i : A ^ Aq. 

- Il existe un isomorphisme de fibrés en droites sur A : i*Cq — > L. 

- L'origine de A se relève en une section e : SpecOx A. 

- Pour toute place a archimédienne de K, la métrique sur C(daC est la métrique cubiste 
définie plus haut. 

On note £ le Oi^-module H^{A,C) et on le munit des métriques hermitiennes suivantes 
aux places archimédiennes : pour tout plongement (T:K^CetsG<5(X'o-C~ H^{Aa, 
on pose : 

ML^,a = ( / \\s{x)Vdn{x)] , 

oii d[i est la mesure de Haar de masse totale égale à 1 sur ^o-(C). On sait que E est 
semi-stable : sa pente est égale à sa pente maximale. De plus, on peut la calculer de façon 
totalement explicite : 

Proposition 3.7 La pente de E est donnée par la formule suivante : 

où x{A,L) = '^'^^g/'^^ désigne la caractéristique d'Euler-Poincaré de L. 

Cette formule a été démontrée par Moret-Bailly ( |MB90j ) dans le cas x(^)-^) = 1 et en 
général par Bost ( [Bos96a) ). La semi-stabilité de S est démontrée dans |Bos96b] . 4.2. 



3.2.3 Pente maximale et sous-variétés 

Le morphisme de fibrés qu'on définira dans la partie suivante associera à une section de 
g^j, (pour M > 1 un entier) sa restriction à un fermé de Zariski X, avec multiplicité 
(dans un plongement étiré). On aura donc besoin de majorer la pente maximale du fibré 
des sections sur des sous-variétés de A avec multiplicité. 

Soit X un fermé de Zariski lisse et équidimensionnel de A, de dimension d, défini sur 
une extension K' de K. On en prend un modèle, c'est-à-dire un O/^z-schéma propre et plat 
X tel que X XspecO^/ K' = X et on choisit un Oi^— fibré JO sur X dont la restriction à X 
est L. Soit de plus W un sous- module du tangent t_4, muni de la restriction des métriques 
hermitiennes provenant de la forme de Riemann. Pour chaque place archimédienne a de K', 
on munit le O/^-fibré : 

de la norme obtenue par produit tensoriel de la norme cubiste sur C (8>o- C et de la norme 
symétrique sur S'^ÇW'^) (da C ; puis on munit l'espace de sections, vu comme Ox-fnodule : 
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de la métrique de Lôwner ||.||^ g. associée à la norme du sup, pour toute place archimédienne 
a. Il s'agit d'une norme hermitienne proche de la norme du sup dans le sens suivant (confer 
|Gau07] ■ 2.2 pour le cas euclidien) : 



Remarque En termes géométriques, l'existence de la norme de Lôwner est reliée à l'exis- 
tence, étant donné un corps C convexe et symétrique, d'un ellipsoïde de volume minimal 
contenant C. 

On étudie d'abord le cas sans multiplicité : m = 0. S'il s'agit d'estimer la pente et non la 
pente maximale, on sait obtenir une formule asymptotique lorsque le degré tend vers l'infini. 
En effet, en combinant les théorèmes de Hilbert-Samuel arithmétique et géométrique, on 
obtient : 

Théorème 3.8 En munissant TLq^ de la norme du sup, on a l'équivalent asymptotique 
suivant pour la pente : 

Remarque La définition de la hauteur h-j^iy) d'une variété V est donnée dans |BGS94] . 
partie 3 ; elle correspond à la définition de la hauteur projective donnée par Philippon en 
faisant le choix de la norme pour les places archimédiennes (voir [HSOOJ). 

Preuve 

Il suffit de combiner le théorème de Hilbert-Samuel arithmétique (voir |GS92j ou le 
théorème (1.4) de [Zha95bj ) et le théorème de Hilbert-Samuel géométrique {confer |Har77] . 
page 51). 

□ 

On désire obtenir une majoration efficace de la pente maximale par le premier terme 
de ce développement asymptotique et des termes d'erreur bien contrôlés. Dans sa thèse 
( |Che06| ). H. Chen montre que le quotient 



M 

converge aussi. Plus précisément, il donne une majoration assez fine de la pente maximale 
en munissant le fibré de la norme L^. Cette inégalité fait apparaître une constante non- 
explicite provenant de l'inégalité de Gromov, et c'est pour contourner cette difficulté qu'on 
introduit la norme de Lôwner. De plus, on précise le terme principal de la majoration à 
l'aide du "théorème de Wirtinger" et de l'inégalité des minima successifs de Zhang. 

Proposition 3.9 // existe une constante explicite cg ne dépendant que de K telle qu'on ait 
la majoration suivante pour la pente maximale de TL^^ : 

fim.AW) < ^T^^^ + dlogM + log degi(X) + Cg. 
degL(X) 

Preuve 

On commence par majorer la pente maximale en introduisant la plus petite norme 
e{7ÏQ^) d'un élément non-nul du réseau TL^ via le premier théorème de Minkowski {confer 
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[BK06] . inégalité (3.24) et la majoration de la fonction tp page 35) ; cette norme est la norme 

M 




hermitienne sur la somme orthogonale des Ti^ êDo- C On a : 



1, ^njM^ , log|A;^| 



AmaxW) < -log e{n'o') + -log rg^in^') + 



2 " " ' 2[K : 



On majore le terme —log e('Hg^) à l'aide de la théorie de l'intersection arithmétique. On 
peut appliquer la formule reliant la hauteur d'une variété à la hauteur d'un diviseur sur 
cette variété {confer |BGS94j . proposition 3.2.1) et comme L est ample avec ci{L) définie 
positive (par la proposition 3.2.4 de |BGS94] ). pour s un diviseur effectif de L , on a : 



hj^{div{s)) = Mh-^{X) + j log ||s|| ci{Lf > 0. 

De plus, comme ci(L) est définie positive, on a : 

/ log ||s|| ci(I)'^ < max^gs^log ||s||sup,a / ci(L)'^. 
JX{C) JX{C) 

Par le théorème de Wirtinger (voir |GH78j . page 171), cette dernière intégrale n'est autre 
que 

degi(X). 

On a donc : 



-max^gE^log||s|| < M- 



isup,. - degi(X)- 

Soit a tel que ||s||supo- réalise le maximum sur toutes les places archimédiennes. Par choix 
de la norme de Lôwner associée à la norme du sup sur TLq^ , on a : 



max^gs^ \\s\\,^p^^ < \]2TgW^' \\s\\l,^, 

et par suite : 

-log||s|| = -^log( \\s\\\,a) < -log||s|lL,a < -max^eSoolog||s|lsup,,7 + log rgW^- 



On en déduit que : 



-log e(Ho^O < ^d^J^ + 
Il reste à majorer le rang de Wq^, ce qui suit du théorème de Chardin {confer |Cha88] ) : 

rgzT^^ < [K : Q]rg<^ < [K : Q]M'='degz.(X). 
La proposition est donc entièrement démontrée. 

□ 



On peut maintenant majorer la pente maximale du fibré des sections avec multiplicité. 
Le choix, classique en géométrie diophantienne, de prendre le tangent de la variété abélienne, 
qui est un fibré constant (et non le tangent à la sous- variété) , simplifie le calcul. Il semble 
possible d'obtenir une majoration dans le cas du tangent à la sous-variété en calculant les 
classes de Segré géométriques (voir |Ful84] ) et arithmétiques (voir [Mou04j ) associées au fibré 
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tangent tx- Dans le cas qui nous intéresse, le fibre W"^ étant constant, on a l'isomorphisme 
(isométrique) : 

Bost a conjecturé que la pente maximale du produit tensoriel est la somme des pentes 
maximales. Les meilleurs résultats connus dans cette direction sont ceux de Bost-Kùnne- 
mann {confer |BK06j ). et de H. Chen, qui a démontré dans sa thèse {confer |Che06j ) : 

Théorème 3.10 Soient (?!,...,£'„ des fibrés hermitiens non-nuls sur SpecO;^, alors : 

n 

/^max 

(Si) + log(rg£'i) . 

i=l 

Remarque Pour un produit de deux fibrés, le résultat de Bost et Kùnnemann fait ap- 
paraître un facteur 1/2 pour le terme logarithmique (mais aussi, en contrepartie, une 
constante ne dépendant que de K). 

Rappelons que par c(W), on désigne un majorant de la hauteur d'une base entière de 
W. On peut maintenant démontrer le corollaire suivant : 

Corollaire 3.11 On a la majoration, pour la pente maximale : 



/imax(WAf ) < M + 2dlog(M) + 21og degi(X) + Clom max{l, /i^(^), degi(A), c(W)}, 

degL(X) 

où cio ne dépend que de K et de g. 
Preuve 

Le théorème précédent nous montre que : 

/imax(W^) < Amax(W*^) + /imax(5'"(>W)) + log(rgWâ^) + log(rg5-(W^)). 

Les termes relatifs à Ti^^ ont été calculés dans la proposition précédente. Le rang de 5'™'(W^) 
est donné par la formule classique : 

rg 5™(W'') = ( ) < m3'\ 

\ g-l ) 

et sa pente maximale a été majorée en (3.2.1). 

□ 



4 Choix des fibrés et du morphisme 

Après ces préliminaires, la preuve du théorème 11.61 commence véritablement ici. Soit 
A une variété abélienne définie sur un corps de nombres munie d'un fibré L ample et 
symétrique, qu'on pourra supposer très ample quitte à considérer L®^. Par la suite, lorsque 
cela ne sera pas précisé, le degré et la hauteur seront définis par rapport à ce fibré. Quitte à 
prendre une extension finie de K (ne dépendant que de A)^ on prend un modèle de Moret- 
Bailly (^,£,0) de (^, L), suivant la terminologie de Bost ( |Bos96a| ). Ce modèle est en 
particulier semi-abélien (voir |Gau06] . définition-théorème 4.3). On suppose de plus que A 
vérifie H3. 
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On prend une sous-variété propre (et irréductible) V de A, de codimension r, qui n'est 
pas incluse dans le translaté d'une sous- variété abélienne. On pose aussi : X = V + T,q, en 
vue de la dernière phase de la preuve. L'ensemble Sq sera un sous-groupe fini de A. On 
va construire un fibré hermitien £m associé à un espace vectoriel E, une suite de fibrés 
Gk, k € I (pour un certain ensemble fini /), correspondant à une fibration d'un espace 
vectoriel F, et un morphisme de restriction entre E et F. Les Gk seront définis à partir de 
l'espace des sections d'une puissance de C sur des modèles entiers de X et de ses translatés 
par des points de torsion bien choisis. La partie précédente nous permettra de calculer les 
termes de pentes associés à ces fibrés. A la fin de cette partie, on fixera les paramètres 
et on supposera par l'absurde que le minimum essentiel de V est majoré en fonction des 
paramètres. Ce n'est qu'après avoir obtenu une contradiction qu'on en déduira le théorème 
11.61 6n calculant explicitement les paramètres. 

4.1 Le plongement étiré 

Pour éliminer la constante de comparaison entre hauteur projective et hauteur de Néron- 
Tate sur A, on considère classiquement un plongement étiré. 

Soit M un entier supérieur ou égal à 1. La multiplication par M sur A est notée [M] et 
on définit (pM '■ 

A AxA 

X {x,[M]x). 

Ce plongement a été utilisé pour la première fois par Laurent pour étudier le problème de 
Lehmer elliptique (confer |Lau83j ) . Son principe est le suivant : les techniques diophan- 
tiennes nous renseignent sur la hauteur projective, et le minimum essentiel fait intervenir 
la hauteur de Néron- Tate associée au plongement. On sait que la différence entre ces deux 
hauteurs est bornée mais la hauteur de Néron- Tate peut être très petite ; il y a donc une 
perte d'information sur la hauteur projective. Le plongement étiré multiplie la hauteur par 
un paramètre assez grand, qui rend négligeable la constante de comparaison. 

On notera Lm (resp. Cm) l'image par (pj^j de L (resp. £). On a : 

par abus de langage, on utilise la même notation pour le fibré induit sur A par le plongement. 
On note degM (resp. Hm) le degré (resp. la hauteur canonique) par rapport au fibré Lm- 
Le lemme suivant indique la variation de la hauteur et du degré par changement de fibré : 

Lemme 4.1 Si V est une sous-variété de A, on a la variation suivante de la hauteur 
canonique : 

hM{V) = (M^ + l)'ii"^(^)+l/i(y); 
et la formule suivante pour le degré : 

degM(^) = {M^ + l)^''"(^)deg(y). 

Preuve 

Ces formules sont démontrées, par exemple, dans [Phi95] . proposition 7. 

□ 

Dans cette partie et la suivante, on travaillera donc dans le plongement étiré. On confon- 
dra la variété abélienne A et ses sous- variétés avec leurs images par (pM^ mais on précisera 
toujours avec soin le fibré. 
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4.2 Le fibre de départ 

Commençons par décrire le premier fibré. On pose £m = H^{-A.,Cm), le module des 
sections sur A sur le fibré Cm- On note aussi E le tensorisé de £m avec K. On a vu en 13.2.21 
comment munir ce fibré d'une structure hermitienne et on a donné son degré dans le cas 
des sections de degré 1 ; le cas général s'en déduit en remplaçant C par 

£®(Af2+i)^ On fait 

une hypothèse qui sera aisément vérifiée par la suite, en supposant que : 

log(M2) >2(-/i^(yl)+log(27r5!) 

Lemme 4.2 On a la minoration suivante pour le degré normalisé de £m ■ 

d^^>cii(M2)nog(M), 
pour une constante cn > ne dépendant que de A. 
Preuve 

En multipliant le degré arithmétique par le rang, la proposition 13.71 donne : 
f,i£M) = {M + ^y^r- [ - + 4^°^ 



Notons que la hauteur de Faltings ne dépend que de la classe d'isomorphisme de la variété 
abélienne, et qu'elle est donc invariante par le plongement étiré. L'hypothèse faite sur les 
paramètres donne immédiatement le lemme, avec une constante cn > ne dépendant que 
de A et facilement explicitable. 



□ 



4.3 Voisinages infinitésimaux 

On définit maintenant le fibré d'arrivée pour appliquer l'inégalité des pentes. Dans la 
littérature existante, ce fibré est très souvent formé à partir d'un nombre fini de points. 
Mais ici, on veut que les sections s'annulent sur le fermé X avec multiplicité, puis sur ses 
translatés. Pour former le fibré d'arrivée, on commence par introduire la notion de voisinage 
infinitésimal {confer |Bos96aj ). Ce voisinage sera donné par un fermé y de A et un ordre 
de dérivation /, par rapport au tangent t^M» image de tA par l'étirement (voir 13.2.11 pour 
des détails sur le fibré tangent). 

On fixe désormais une base (/i, . . . , /g) de l'espace tangent i^M- On commence par choi- 
sir la base du tangent (ei, . . . , e^) sur A correspondant à la base de dérivations algébriques 
fixée en 12. 3[ L'action de l'isogénie [M] sur le tangent étant la multiplication par M, on en 
déduit d'abord une base (ei, . . . , 623) de t^2, puis on pose : /i = Cj + Me^+j. Il correspond 
à (/i, . . . , fg) une base de dérivations qu'on note encore (par abus de langage) (9i, . . . , dg). 
Si X G ^, on en déduit par translation une base du tangent tAM,x en x (dans le plongement 
étiré), associée à la base de dérivations {di^x-, ■ ■ ■ , dg,x)- On notera aussi par la suite : 

r)^ — ^ r)^^ ■ ■ ■ r)^" 
— T-ig \ ,'-'i,x ^9,^- 

ni=i di- 
sait Y un fermé de Zariski de A (dans le plongement étiré). On définit le schéma V{Y, tAM-, 
de la façon suivante : 
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- si / = 0, V{Y,tjij^^,l) est le sous-schéma réduit de A défini par Y. 

- si i = 1 et y = 0, V{Q,tAMJ 1) 6st le voisinage infinitésimal d'ordre 1 de 0. 

- si Z > 1, V{Y, tAMi^) est l'image dans A du schéma Y x V{0, tAMi 1)' le morphisme 
d'addition A'-+^ A. 

Le schéma V{Y,tAM:l) admet pour support le fermé Y et son faisceau d'idéaux 1 est 
défini par : 

g 

sel^ (yy£Y, VA G tq : ^ Ai < / : 0^3 = 0^. 

i=l 

4.4 Fibration de l'espace d'arrivée 

L'espace vectoriel d'arrivée sera formé à partir des espaces de sections sur des modèles 
de X et de nombreux translatés de X par des points de torsion, avec multiplicité. On doit 
donc d'abord préciser les points de torsion en lesquels on extrapole, et la multiplicité, puis 
mettre un ordre sur cet ensemble. 

On se donne Tq > 0. Pour 1 < n < r {r étant la codimension de V et de X), on se donne 
aussi deux nombres positifs r„ (qui correspond à la multiplicité après n extrapolations) , et 
Nn (qui borne les normes des premiers d'extrapolation). Puis on définit les ensembles Vn ■ 

Vn = {pe Va avec N(p) G [7V„/2; 7V„]}. 

On note V l'ensemble des premiers de Z. La projection des Vn sur Z est donnée par : 

Vn,7. = {p^V,^peVn,p/p}. 

Le choix des paramètres sera tel que les ensembles Vn (resp. Vn^i) soient disjoints. On note : 

Toï:A,n = {P-, points de p-torsion se réduisant sur mod q, pour q/p/jo et p € Vn}, 

où q est un idéal premier dans un corps de définition du point de torsion P. On note pour 
toute la suite K' le corps engendré par K, par un corps de définition de V et par les coor- 
données projectives des points de la réunion : IJi<n<r Tor^i Les fibrés et les morphismes 
qu'on va considérer seront tous définis sur K' ; en fait, comme on considère des Ox-fibrés, 
les calculs de pentes valables sur Ok se transportent sans changer à Ok', et le corps K' 
intervient uniquement dans les estimations ultramétriques. 

On ordonne les points de Tor^^„ en les classant d'abord selon le plus petit premier 
p de torsion (pour l'ordre naturel sur Z) puis en choisissant arbitrairement un ordre à 
p fixé. Pour i = (ii,...,ir), oii in, pour 1 < n < r, est un indice dans [1, |Tor/i^„|], on 
note Pi le point Pj^ + • • • + Pj^ . On note / l'ensemble de ces multi-indices, qu'on ordonne 
avec l'ordre lexicographique. On confondra dans la suite l'ensemble / et son image dans 
N par l'indexation, et les éléments i G I pourront être vus comme des entiers via cette 
identification. On construit, pour i G I, une suite de fermés Xj = X + Pj. On pose enfin, 
pour i e I : T(^i) = Tni et A^(j) = N^, où rii est le plus grand des j tels que Pi- ^ 0. 

On définit maintenant S, un schéma, et F un espace vectoriel (de sections) : 
S = [jV{Xi,tAM,Tii)) et:F = H\S,LM); 
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et pour k G I un entier, on pose : 

i<k 

Ceci permet de définir Ff^, le noyau du morphisme de restriction : 

Pk:H\S,LM)^H\S,LM)\s,- 

La suite décroissante des est une filtration de F et on en déduit une filtration de E en 
posant : E^ := (/>~^(-Ffc_i). Soit enfin = Fj^^i/F}^. En appliquant le lemme des serpents 
aux deux suites exactes : 

^ Ffc ^ H\S, Lm) ^ H\S, Lm)\s, ^ 

et : 

^ Fk-i ^ H\S,Lm) ^ H''{S,Lm)\s,., ^ 0, 
on voit que s'identifie au noyau de l'application : 

Ce noyau est constitué de sections sur 5"^ nulles sur S^-i, donc est un sous-espace vectoriel 
de : 

Hk := (Xk, Sym^c^) {t\) ® Lm) ^ Sym^(^) {t\) ® H^X^, Lm), 



puisque le fibré Sym"^(*) (i^^^ ) est constant. On choisit un modèle entier H'^{Xk, Cm) de 
H^{Xk, Lm) et sa métrique, ainsi qu'un modèle entier t_A de tA comme en 13.2.11 : on en 
déduit un modèle entier de t Am (voir 14. 3p ; on dispose aussi d'une métrique sur i_4j^^ et 
on en déduit une métrique sur Sym'^C'' (t^^^) par passage au dual, tensorisation et quotient. 

Remarque On a choisi ici de noter Sym le fibré symétrique, pour éviter toute confusion 
avec le schéma S. 

On obtient donc un modèle entier Çk de Gk et par restriction des métriques un fibré 
hermitien Qk ; sa pente maximale est majorée par le corollaire 13.111 : 

Lemme 4.3 II existe une constante ci2 ne dépendant que de A telle que : 

Amax(â^) < Ci2(M2/i,,,(X) +log(deg(X)) +r(fc)log(M)). 

Preuve 

L'injection : 

Gk Hk := Sym%)(tXj ® H''{Xk,CM) 
est isométrique et on a, par définition de la pente maximale : 

A'max m. 

On peut donc appliquer le corollaire 13.111 avec les fermés X^. En notant /im la hauteur 
projective associée à Lm, on commence par remarquer qu'il existe une constante ci2 ne 
dépendant que de A telle que : 

hMjXk) ^ hMjXk) ^ ^ 
degM(-'^fc) ~ àegM{Xk) 

deg(Xfc) 
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en comparant la hauteur projective et la hauteur canonique dans le plongement étiré (voir 
[DP02J . propositions 3.9 et 3.14), puis grâce au lemme HTTl L'inégalité des minima successifs 
(démontrée par Zhang dans |Zha95bj . theorem 5.2) donne donc, comme M > 1 : 



degAf(^fc) 



On remarque que le minimum essentiel, tout comme le degré, n'est pas modifié lorsqu'on 
translate par des points d'ordre fini. Par choix de la base de dérivation sur Am, en tenant 
compte de l'action de [M] sur le tangent et en bornant la hauteur de la base de dérivations 
algébriques par une constante ne dépendant que de A, on peut choisir : 

ciUj <log{M)+cu. 

On a donc : 

/imax(W^) < Ci2(M2/iess(X) +log(deg(X)) +r(fc)log(M)), 

quitte à prendre ci2 assez grande en fonction de A pour obtenir ces deux inégalités. Le 
lemme est donc entièrement démontré. 

□ 



On note (p le morphisme de restriction de E vers F et on pose, pour k Çi I : (jj^ : ^ 
l'application linéaire déduite de (j) et de la projection canonique : Ffc_i — > Gk- Pour être en 
mesure d'écrire l'inégalité de pentes, il restera à démontrer que (f) est injectif, ce qu'on fera 
à l'aide d'un lemme de zéros. 

4.5 Choix des paramètres et hypothèse sur le minimum essentiel 

Le choix des paramètres, auquel nous procédons maintenant, doit permettre d'assurer 
l'injectivité du morphisme (p et de contredire l'inégalité des pentes. La stratégie qui guide 
ce choix est la suivante : 

- on définit les paramètres M, Tq, A^i de telle manière que le terme (correspondant au 
fermé X non-translaté) : 

rg(Ço)(/îmax(Ço) + /i(0o)), 

soit inférieur à deg(i?Af)- 

- les relations entre les paramètres Tj et Ni sont telles que les contributions des termes 
suivants dans l'inégalité des pentes soient négatives. 

- le paramètre d'étirement M est pris aussi petit que possible, ce qui permet de montrer 
que le morphisme cf) est injectif; il est aussi choisi de telle sorte que M^/iess(-^) soit 
majoré par une constante, ce qui détermine la minoration obtenue pour le minimum 
essentiel. 

On commence par introduire l'indice d'obstruction avec poids u;(x, X) ; celui-ci permet 
classiquement de prendre en compte la hauteur des dérivées dans un lemme de Siegel. Il 
aura un emploi similaire dans le cadre de la théorie des pentes. 
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Définition 4.1 Soit X un fermé de Zariski propre de A et x un réel positif. On pose : 

où l'infimum porte sur l'ensemble des fermés de Zariski (lisses, équidimensionnels) propres 
de A contenant X. 

On utilisera souvent le lemme suivant, qui compare l'indice d'obstruction simple, ne pren- 
nant en compte que les hypersurfaces, et l'indice d'obstruction avec poids : 

Lemme 4.4 Soit X un fermé propre (lisse et équidimensionnel) de A de codimension r. Il 
existe une constante C13 ne dépendant que de A telle que pour tout réel x positif : 

Ci3X^/''tj(X) < uj{x,X) < xuj{X). 

Preuve 

L'inégalité de droite est claire et celle de gauche est une conséquence d'un résultat de 
Chardin (confer |Cha90| . corollaire 2, page 8 et exemple 1, page 9). Remarquons qu'un fibré 
très ample étant fixé, seule la dimension du projectif dans lequel on plonge A intervient 
dans C13. 

□ 

On introduit maintenant la constante Cq annoncée à la fin de l'introduction ; il s'agit 
d'une constante ne dépendant que de A, grande devant toutes les constantes du problème, 
dans un sens explicitable. Soit A le paramètre : 

A = Co2log(3deg(y)). 

C'est à partir de ce paramètre, qui est grosso modo de l'ordre de log(deg(y)), qu'on va 
définir tous les autres paramètres. Son avantage -comparé à log(deg(y))- est d'être incon- 
ditionnellement grand devant les constantes intervenant au cours de la preuve, par choix de 
Co. 

En vue de la phase de descente, qui clôt la preuve, nous introduisons deux paramètres, 
qui permettront d'itérer toute la construction. Soit donc R un réel positif et p un entier 
vérifiant les hypothèses suivantes : 

A>log(iî) et: 1 < p < {9{2rY+^y~\ 

Dans le formalisme des pentes, on regarde la restriction d'une section aux translatés de 
V par n points de torsion, où < n < r. On prend un paramètre Tq correspondant à la 
multiplicité initiale et on associe à tout n G [l;r] des paramètres spécifiques, à savoir une 
multiplicité T„, et une borne A'^^ pour la norme des premiers de torsion, ce qui détermine 
un ensemble de premiers Vn- Le lien entre ces paramètres est choisi de telle sorte que la 
contribution des termes de pente, pour des indices strictement positifs, soient négatifs. On 
prend d'abord : 

Chaque A^^^ est donc négligeable devant le précédent ; les raisons de ce choix seront plus 
claires au cours de la preuve de la proposition 16.41 qui montrera quasiment l'injectivité du 
morphisme (p. Passons aux paramètres de multiplicités. Rappelons qu'on a posé : = 1 si 
a = g et Ua = 2 sinon (voir 12.3] ). Le choix de cet indice correspond à la propriété métrique 
obtenue à la fin de la partie ^ Si a = g, toutes les directions du tangent sont associées à 
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sinon, il existe des directions associées à des propriétés en 



une propriété métrique en p 

. Par récurrence descendante, pour 0<n<r— 1, on pose : 



Tn = Tn+l{N:^,A^). 



Puis on pose : 



Tr = 1. 



Ces formules déterminent complètement Tq par itération : 

To = A'^'- {Ni ■ ■ ■ Nr)""" . 

On finit par le paramètre M. Le but est de prendre assez grand pour que le premier 
terme dans la somme de l'inégalité de pentes soit plus petit que le degré de £m- Cette 
condition s'apparente à celle qu'on obtiendrait par un lemme de Siegel dans une preuve 
classique de transcendance. Pour montrer l'injectivité de (j), on aura au contraire besoin que 

ne soit pas trop grand. On choisit donc : 



M 



ToiuiATo,X) 



1/2 



+ 1. 



On rappelle que V est une sous- variété propre de A qui n'est pas incluse dans un translaté 
de sous- variété abélienne propre, et que : X = y + Sq, oii Sq est un sous-groupe fini de A. 
On suppose que le cardinal de Sq n'est pas trop gros : 

log(|So|) < A. (3) 

Puis on fait l'hypothèse suivante sur le minimum essentiel de X : 

Notre but désormais sera d'obtenir une contradiction. Ceci fait, un rapide calcul nous don- 
nera le théorème 11.61 



5 Utilisation de l'inégalité des pentes 

On a déjà calculé le degré de £m et les pentes maximales. On veut maintenant majorer 
le rang des (via les Tïk) et la hauteur des (pk- Le calcul du rang des Tik correspond au 
calcul du rang du système linéaire dans un lemme de Siegel. Les estimations ultramétriques 
dans la hauteur des 4>k sont le point crucial de la preuve et ont été préparées par la partie 
El Les estimations archimédiennes, enfin, utilisent essentiellement l'inégalité de Cauchy (en 
plusieurs variables). 

5.1 Majoration du rang 

Pour majorer le rang des Gk, on doit d'abord compter les dérivations puis estimer la 
fonction de Hilbert d'un fermé lisse et équidimensionnel assez précisément. Remarquons que 
dans notre cas, c'est une majoration du rang pour A; = qui est cruciale. 

On rappelle qu'on a l'injection suivante : 

Qk-^nk = Sym^(^)(t^^^) ® H'^i^k, Cm). 
On peut donc se contenter de majorer le rang du fibré de droite, qui est plus explicite. 
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5.1.1 Nombre de dérivations 

Le calcul du nombre de dérivations est classique dans les preuves de transcendance. 
C'est un raisonnement de géométrie différentielle reposant sur 1' "astuce de Philippon- 
Waldschmidt" , qu'on trouve par exemple dans [AD03j . lemme 2.5, et |DHOO] . 5.3, dans 
un contexte abélien. 

Si X est un fermé lisse et équidimensionnel, L un fibré ample sur X et n un entier, on 
note h^{X, L^^) la fonction de Hilbert en degré n associée à X et -L. La prise en compte de 
l'indice d'obstruction avec poids nous amène à faire le raisonnement qui suit avec un fermé 
lisse et équidimensionnel contenant X^^ de codimension r' < r (r étant la codimension 
commune k V et k tous ses translatés). 

Proposition 5.1 On a l'inégalité suivante pour le rang de Tik '■ 

Tg(Hk)<T[l^h''{Zk,LM). 

Preuve 

Commençons par remarquer que l'inclusion : X/^ C Z/., nous permet de nous ramener à 
la majoration du rang du fibré Gk, dans lequel on a remplacé Xj. par Zk- Quitte à permuter 
les indices, on peut ensuite supposer que les dérivations {di^x ■ ■ ■ , d^' ^x) se projettent sur une 
base du cotangent pour x E ?7, un ouvert dense de Zk- Cet ouvert est défini par la non- 
annulation du déterminant d'une sous-matrice de taille maximale de la matrice jacobienne 
sur un ouvert affine. 

On note X^^^ le faisceau d'idéaux associé au voisinage infinitésimal V{Zk,tAi,,nT^{k))- 
Pour s une section sur Z^, on va démontrer que : 

(Vx G [/, VA G W' tel que ^ Ai < T^k) : = o) =^ s£ T^^\ (5) 

i<r' 

on on plonge W' dans en complétant les r'-uplets par des zéros. 

Faisons une première récurrence sur T^y^.)- Le résultat est vrai pour T(fc) = 0. On le 
suppose vrai au rang T^j.-^ — 1 > 0. Soit s G H^{Zk, Lm) vérifiant l'assertion de gauche dans 
([5]). Soit (Al, . . . , Xg) tels que : 

On fait une nouvelle récurrence sur la longueur résiduelle : 

|A|' = Xr' + l + . . . + Xg, 

pour montrer que d^s = si x ^ U. Pour |A|' = 0, l'assertion de gauche dans ([5]) implique 
que : d^s = pour tout X G [/. Supposons le résultat démontré pour |A|' — 1 > et soit 
X £ U. Quitte à renuméroter les indices, comme |A|' > 1, on peut écrire : 

= idg^x o 

pour une certaine constante 7 (correspondant aux factorielles dans la définition des di). 
Comme {di^x-, ■ ■ ■ -, dr',x) se projettent sur une base du cotangent de Z^ en x, on décompose : 

dg,x = àx + ô'^, 
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où ôx est une combinaison linéaire des di^x (1 < ^ < r') et ô'x est un vecteur du tangent de 
Zk, dépendant de x. On a : 

o Ô^s = 0, 

par hypothèse de deuxième récurrence et : 5^ o dxS = 0. En effet, v — > dyS est une section 
de I^^^ par hypothèse de première récurrence et l'égalité suit de la définition du tangent. 
Ainsi, dxS = pour tout x Çi U donc sur Zj^ tout entier car U est Zariski-dense dans Z^. 
L'implication ^ est donc vérifiée. 

On obtient ainsi une majoration du nombre de conditions linéaires à écrire pour être 
dans Puisque le nombre de r'-uplets d'entiers de somme i est égal au terme binomial 

/i+r'-l\ 

y ^ j et puisque la dérivation est de degré 1 sur les idéaux homogènes : 

T(^fc^ — 1 

rg(Wfc)< Y. (^l'^Jh'^iZk^LM) < Ç^'l'^^~^)h\Zk,LM). 
On a enfin la majoration : 

ce qui finit de prouver la proposition. 

□ 

Remarque En suivant une approche légèrement différente, on peut chercher des résultats 
métriques aussi précis que possible, dans les cas intermédiaires où le p-rang est différent 
de ou g, et mettre en oeuvre la méthode des pentes avec un système de multiplicités 
penchées. Le calcul du rang ci-dessus s'adapte bien à ce contexte, et on peut trouver, par 
exemple sous l'hypothèse que A est simple, des dérivations {di^x ■ ■ ■ ,dr',x) se projetant sur 
une base du cotangent de sur un ouvert Zariski-dense, correspondant aux directions du 
tangent les moins "poussées" (associées aux directions de meilleures propriétés p-adiques). 
On utilise pour cela le fait que V, donc X et les X^, ne sont pas incluses dans un translaté 
de sous-variété abélienne propre. Ceci permet d'avoir une majoration satisfaisante pour le 
rang. Il semble cependant difficile d'avoir une bonne majoration de la pente maximale de 
Hk dans ce cas. 

5.1.2 Majoration de la fonction de Hilbert géométrique 

Pour majorer la fonction de Hilbert de la variété Z^, on ne peut pas se contenter du 
théorème de Hilbert- Samuel géométrique. Celui-ci donne une estimation asymptotique, ce 
qui oblige à introduire une constante indéterminée dépendant de (et par suite de l'in- 
dice d'obstruction), ce qu'on souhaite éviter. On dispose d'une estimation inconditionnelle 
démontrée par Chardin, qui donne immédiatement : 

Proposition 5.2 On a : 

h'iZk,LM) < ('+/_-;') degM(Zfe). 

Preuve 

C'est une conséquence du résultat principal de |Cha88] . valable pour un fermé lisse et 
équidimensionnel. 
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□ 

On regroupe les deux derniers résultats dans le corollaire suivant : 
Corollaire 5.3 

rg{e.) < 

Preuve 

On commence par combiner les deux dernières propositions en remarquant que le coef- 
ficient binômial apparaissant dans la dernière est inférieur ou égal à gf. Et on obtient, grâce 
au lemme 14.11 : 

rg(Wfc) < gTll^degMiZk) < gT(;^){2M^y-^' deg{Zk). 

Ceci est vrai pour toute variété contenant X^. Soit donc Z^ une sous- variété, de codi- 
mension r' , telle que (on se ramène à X car le degré est invariant par translation) : 

a;(Aro,X) = (Arodeg(Zfe))'^'. 
On a donc, par choix du paramètre M : 

,,(^.^ 9my fT^,) u;iATo,X) 
rg[n,)< [to u^{ATo,X), 

et le résultat suit puisque Ti^j^-j < Tq. 

□ 



5.2 Normes ultramétriques des morphismes 

Soit A; G / un entier, et p un premier de Ui<n,<r^n au-dessus d'un nombre premier 
p. Pour q/p, un idéal premier de K', la norme q-adique de (pk n'est correctement majorée 
que si la fc-ème étape dans la filtration correspond à la translation par un point de p- 
torsion. Autrement, on se contente d'une majoration simple. On introduit donc la définition 
suivante : 

Définition 5.1 On dit que k est n-lié à q si le point = Pki + • • • + Pfc„ associé à k est 
tel que Pk„ soit un point de p-torsion non-nul se réduisant sur modulo q, et q/p. 

La proposition qui suit est une conséquence du lemme p-adique de la partie 3. 

Proposition 5.4 Pour tout k Çi I , et tout idéal premier q/p de K' , on a : 

loglIcAfcllq <0. 

De plus, si k est n-lié à q, on a : 

iog||</'fc||q < -nq(r„_i -r„)^. 

Remarque On rappelle que Ua vaut \ s\ a = g (densité positive de premiers de réduction 
ordinaire) et vaut 2 sinon (voir 12.31) . 

Preuve 
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Soit k £ I et c\/p un idéal premier de K'. Soit s un élément de tel que : \\s\\^ < 1 ; 
soit A'fc le modèle entier de Xf. choisi dans la définition de Ç^, et x un élément de X/^. Soit 
aussi A G tel que X^i<j<c, Aj < Tf^k)- C)n a : 

Par définition de Va, les coefficients de sont p-entiers (voir ([I])). De plus, le choix de Va 
permet aussi que l'opérateur différentiel 9^ appliqué en chaque fonction abélienne s'exprime 
comme un polynôme en les fonctions abéliennes à coefficients p-entiers (par Q)- En remar- 
quant que la base de dérivations sur A est algébrique (ce qui fait disparaître les factorielles 
au dénominateur quand on dérive des polynômes) et que la base de dérivations sur Am est 
obtenue par combinaisons linéaires à coefficients entiers des dérivations sur A, on a : 

ceci étant vrai pour tout x £ et tout A G tel que J2 '^i — ^(fc) > on en déduit : 

\\Ms)\\,<i. 

La première partie de la proposition est donc démontrée en passant au sup sur s € E^. 

Supposons que k soit n-lié à q. On désigne par t = {ti, . . . ,tg) une base de paramètres 
correspondant à une base orthonormale pour la forme de Riemann sur tA- On reprend les 
notations convenues avant la proposition 12. 7[ L'isomorphisme : 

M -Op[[tl,...,tg]], 

induit une application : 

H^{Ao„OAa,)^0,[[tu...,tg]]. 

Celle-ci associe à l'image d'une section / de (^o^ , O^^ ) son développement de Taylor 
en : 

On écrit = Pk' + et pour x ÇL Xk '■ x = x' + Pk,^. Le point de torsion Pk^ se réduit 
sur modulo q. On en déduit, par la proposition 12.71 les majorations suivantes : 

Vl<i<5:|i^(^'fcJ|q<P~"^/^"". 
De plus, on a encore, pour tout G : 

|9^(sOT,0|q < 1. 

La norme étant ultramétrique, ceci suffit à voir que la série de Taylor de d'^{soTx') converge ; 
on en déduit l'égalité : 

d^s= dnsor,,,)t{PkJ^'\ 

où : 

fj, > X 4^ \/i < g : fii > Xi- 
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Par définition de -B^, s est nulle à un ordre r„_i en x', donc si d^{s o t^') 7^ 0, on a : 

i<9 



On en déduit 



î=l 



< p 



-nc(T„_i-r„)/p"" 



La norme étant ultramétrique, l'inégalité fine de la proposition en résulte. 



□ 



5.3 Normes archimédiennes des morphismes d'évaluation 

Soit k un entier, et a une place archimédienne de K' . Tous les (pk sont définis sur 
K' . Le but de ce paragraphe est de majorer ||(/>a;||^, par des méthodes d'analyse complexe, 
en particulier l'inégalité de Cauchy. On suit pour cela le paragraphe 5.9 de |Gau06j . Cette 
majoration sera la même pour toutes les places archimédiennes ; plus précisément, on obtient 
la proposition suivante : 

Proposition 5.5 // existe une constante cig ne dépendant que de A telle que : 

1 



\K' : 



log| 



< 



ci6T(fc)log(M). 



Preuve 

Soit s G 



^ et X E Afc. On a alors : 

Ms){x) G ® x*Cm) ®. C, 

qui est isomorphe (non isométriquement) à : 

BomciS^(''Hj^,,^^,x*CM,a)- 

Si on fixe une base d'ouverts affines, l'image de (j)k{s){x) par cet isomorphisme est le mor- 
phisme qui associe à une dérivation D d'ordre Tq,-^ la valeur de Ds en x (la dérivation D 
donnant par translation une dérivation en x). On note 0T(fc) cet isomorphisme qui est défini 
dans |Gau06| . 4.1, oii sa norme d'opérateur, ainsi que celle de son inverse, sont majorées : 



{^(fc) • ~i 

Uk{s)[x)\\a< QT,,,{ct>k[s){x)) 



On en déduit que : 



J-{k) 



< 1. 



Soit (/i,(T, . . . , /g,o-) une base de t^^,^ ^ (composée à partir d'une base orthonormée de tji, 
pour la forme de Riemann induite par o"), correspondant à des dérivations (9i^o-, • • • , c^g,o-)- 
SoitL» une dérivation d'ordre T(/j) le long de t_Aj^j_^. On écrit D — X^igpj9ji|=T(j.j '^i^i^o- ' ' ' ^s^o"- 
La norme sur •5'"^*'°'^^^ <t la norme quotient déduite de la projection : 



Am,ct 
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On a donc : 



De plus, on a : 



et on en déduit 



\Ds{x)\\< ^ \di\\\{dl],---dl^,^)s{ 

\i\=T(k) 



En reprenant la définition de la métrique cubiste, on peut se ramener à la fonction cor- 
respondant à s ; notons que via le plongement étiré, la section s est une section sur A de 
degré < 2M^. On note u un logarithme de cr[x) ayant une norme hermitienne minimale sur 
C^. En tenant compte de l'action de 4>m sur les dérivations, il vient : 

||</>fe(^)(a:)|U < (QV5f«e-3-^^NI^ X ma^|i|=^^^^{|^^ 

De plus, par l'inégalité de Cauchy appliquée à 6, pour tout réel rc > (à ne pas 
confondre avec r, qui désigne la codimension de F), on a : 

™^|i|=%){|T[(^)'^(u + z)|,=o|} < [^jsup||,||^<,^|^(u + z)|. 

En revenant aux métriques cubistes, on trouve : 

On choisit alors rc de façon à optimiser la majoration : 

Va 



rc 



M^maxjl, ||u||^}' 



Comme > y/g (par le choix des paramètres), cela donne : 

\\Ms)ix)t < (M'\nax{l, WuUf^^^e'^'' . 

La norme sur étant la norme de Lôwner ||.||^ associée à la norme du sup, elle est plus 
petite que celle-ci et on a finalement : 

\\Ms)\\l,. < (MVax{l, ||u||J)^('=)e9-^ , 

Et, vu le choix de la norme sur £m '■ 

Ukt < (MVax{l,||u||J)^('='e9-%up^,£^,,^o 



IISUp,(T 



IL2,(T 
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La remarque 4.18 de j GauOGj montre que pour une certaine constante C14 ne dépendant 
que de g : 

r^/. logmax{l, ||u||^} < ci4max{l,log(/iF(^)),log(/i°(^,L))}. 

De plus, d'après la même référence, lemme 4.16, il existe une autre constante C15 telle que : 

log sup,g^^^,,^ojtt^| < ci5max{l,log(/ii.(A)),log(/iO(A,L))}log(M2). 

La proposition suit en sommant sur les places archimédiennes, pour une constante cie 
dépendant de A. 

□ 

Remarques On aurait pu choisir différemment le paramètre rc issu de l'inégalité de Cau- 
chy, en prenant à la place : r'^ = rc x M"^. On aurait alors obtenu une majoration par 
C16 +M^), qui aurait été plus mauvaise dans notre contexte puisque tous les paramètres 
sauf M sont logarithmiques en deg(X). 

Jusqu'à la phase de descente (où cela ne semble plus possible), on pourrait travailler 

avec des termes en \og[uj{V) ) à la place de log( deg(F) ) , quitte à améliorer la proposition 



5.4 Inégalité de pentes et conséquences 

Pour pouvoir appliquer le théorème des pentes, on doit s'assurer que le morphisme (f) est 
injectif. On y travaillera dans la partie suivante, et on suppose par avance ici cette injectivité. 

Contradiction sous l'injectivité de cf) 

On suppose par l'absurde que (H]) est vérifié. Puisqu'on a aussi supposé que est injec- 
tif, on peut donc utiliser l'inégalité des pentes du lemme [3^21 On a donc : 

deg £m < y^dim(£^fc/-Ë'fc+i)(/imax(gfc) + h{(pk))- 
kei 

Soit fc > un entier ; on veut d'abord montrer que la contribution du k-ème terme dans 
la somme précédente est négative. On regroupe pour commencer les estimations faites sur 
le morphisme (pk, à savoir les majorations archimédiennes et ultramétriques. L'entier k est 
par définition n-lié à tout idéal premier q de Ok' au-dessus d'un seul premier p de Va- On 
note p son image dans Z ; on a alors (par les propositions 15.41 et 15. 5|) : 

M'/'fc) = T^;^ E ^^ëUkl < ci6T.log(M)--l-j;n,(r„_i-T„)^ 

^ ■ veM{K') ^ ' q/p ^ 

< ci6r.iog(M)-^(r„_,-r„)^, 

011 on a utilisé l'égalité classique (voir[ Lan86j . II, Corollary 1 to Theorem 2) : 

Yn,= [K':K]. 
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On majore ensuite : 

/imax(â^) + < Ci7(M2^ess(X)+T„log(M)+log(deg(X))) -^^^i^r„_i^ 

< ci7(M2^ess(X) + r„log(M) + log(deg(X))) - _I_r„_r^°^^" 



[K : Q] N^^ ' 

pour une constante cn ne dépendant que de A, car p < Nn et la fonction log(x)/x"'° est 
décroissante pour x > 3. Le choix du paramètre M ( conter IT5]) et l'hypothèse ([!]) sur le 
minimum essentiel donnent : 

Pcssv ; _ Touj(^ATo,X) " 



Puis 



Mmax + < 5ci7Ar„ - < 0. 



On a d'abord utilisé l'hypothèse Q sur Sq, puis on a majoré log(M) par A grâce au lemme 
14.41 sn comparant logA à A (quitte à prendre Cq assez grand). On a ensuite éliminé [K : Q] 
avec logA'n (pour Cq assez grand là encore). La dernière inégalité résulte de la définition 
des Tn par récurrence descendante (voir encore le paragraphe 14.5p . 

Il suit, grâce à l'estimation du terme de hauteur qu'on vient de faire (qui est encore 
valable pour A; = 0, sans le raffinement ultramétrique) : 

d^ ^ < dim(^o/^i)(/imax(â;^) + HM) < rg(go)(5ci7Aro). 

On a pu remplacer dim(i?o/-E'i) par rg(Ço) en utilisant l'injectivité de cp, et parce que la 
hauteur est majorée par un terme positif. En combinant le lemme (il est clair par le choix 
des paramètres que log(M) est plus grand que n'importe quelle constante)et la proposition 
15.31 avec A; = 0, on obtient : 

cn(M)251og(M) < &p^(5c,-rATo), 
et on rappelle que cn > 0. Puis : 

log(M) < . 

Cil 

On en déduit une contradiction, puisque log(M) est plus grand que n'importe quelle constante 
du problème, par définition de A. 

□ 



6 Lemme de zéros et injectivité du morphisme 

Il nous reste donc à nous assurer que le morphisme de restriction est injectif. On procède 
par l'absurde, en commençant par écrire un lemme de zéros, et le choix des paramètres fait 
dans 14.51 doit mener à une contradiction. Ceci s'avère assez délicat, et on y parvient en 
deux étapes. La première est de nature combinatoire (paragraphe 16.2p . et mène à une quasi- 
contradiction en 16.31 : la seconde est un argument de descente sur des variétés (paragraphe 
16.4p . qui imposera de travailler en petite codimension : r < 2. 
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6.1 Lemme de zéros 



Le lemme de zéros dont on a besoin ici s'inscrit dans la tradition des théorèmes démontrés 
par P. Philippon, dont on reprend le formalisme {confer [Phi95] ). Ce lemme est l'analogue 
abélien du théorème utilisé dans [AD03] . à une différence près : on prend en compte les 
multiplicités, et ce à l'aide de la notion de dessous d'escalier, qui permet d'envisager des 
multiplicités variables et différentes selon les directions. Dans le cas qui nous intéresse, il 
est utile d'envisager la multiplicité finale dans le lemme de zéros, qui permet une légère 
amélioration par rapport au cas torique. On ne fait pas usage, cependant, de multiplicités 
différentes selon les directions. 

Remarque On a pris la multiplicité finale Tr dans l'inégalité de pentes égale à 1 mais 
la multiplicité finale dans le lemme de zéros est un certain T^g, pour tq < r, et n'est pas 
forcément nulle. 

Dans la suite, si / G N et Z est une sous-variété de A, on notera {1}Z le cycle Z avec la 
multiplicité l. Cette notation peu conventionnelle a pour but d'éviter toute confusion avec 
l'image de Z sous la multiplication par l, notée [l]Z. 

Faisons d'abord quelques rappels nécessaires pour écrire le lemme de zéros. Soit A une 
variété abélienne munie d'une fibré ample L ; on considère la base de dérivations sur A 
définie en 14.31 Un ensemble E C est un escalier si pour tout ona/3 + N^C-E. 

Un sous-ensemble de est un dessous d'escalier s'il est le complémentaire d'un escalier. 
Si W est le dessous d'un escalier E de N^, et si on a des indices : 1 < h <■■■< id < g, on 
note Ci-^^,...,^a{W) l'enveloppe convexe dans Mî^ de la trace de E sur la d-face de définie 
par (il, . . .,id). 

On appelle aussi ensemble pondéré un sous-ensemble S de x ^ tel que pour tout 
X Çi A, l'ensemble VF^^s = (N^ x {x}) n S soit un dessous d'escalier (éventuellement vide). 
On appelle support de S, noté Supp(S), sa projection sur A. Si S et S' sont deux ensembles 
pondérés, on définit S + S' comme l'ensemble des couples (x + x', A + A'), pour (x. A) S S, et 
(x', A') e E' ; c'est aussi un ensemble pondéré. On a -E + = et si £^ est un sous-ensemble 
de A, on l'identifie à l'ensemble pondéré {0} x E. 

On dit que / G H^{A,L) s'annule sur un ensemble pondéré S si pour tout (x. A) G S, 
on a : d^f = O.SiV est une sous-variété de codimension r de >1 et VF un dessous d'escalier, 
on pose : 

mw{V) = r!max^gy,i<ii<...<i^<g{vol(M+/Cii,...,i^(VK))}, 

oii le maximum porte sur x £ X et les d-faces de telles que {di^^x, ■ ■ ■ , di^^x) forment une 
base du quotient tA,x/iv,x- 

On peut maintenant énoncer le théorème dont on aura besoin : 

Théorème 6.1 Soit V une sous-variété irréductible de A, de codimension r, M > 1 un 
entier et Sq, . . . , des ensembles pondérés finis à support dans A{K) tels que pour tout 
1 < n < r : 

Supp(i;„) = [J Hn,l, 

1=1. ..s„ 

où les Hn i sont des sous-groupes de A{K) ; on suppose aussi que les dessous d'escaliers 
associés aux S„ ne dépendent que de n. Soit de plus f E H^{A, L^^), non nulle, qui 



42 



s'annule sur F + Sq + • • • + S,.. Alors il existe une constante cig ne dépendant que de A, 
deux entiers 1 < < ri < r, des indices jo, . . . , jro-i ^^fic 1 < < si pour / = . . . tq — 1, 
et des sous-variétés algébriques Zj {j = l,...,Sro) de A, propres, K -irréductibles et de 
codimension ri, contenant au moins une composante isolée de 

Hojo ^ -f^ro-ljVo-i + ^ro H \-T,r + V, 

telles que : 

degf J U {mWy{x + y + Zj)}{x + y + Z^)\<cifiM'\ 

^ xeHo,jQ+---+Hrg-l,j^^_-^ j = l...SrQ, y£Hrg,j 

Preuve 

Le même théorème dans le cadre plus général des groupes algébriques est l'objet d'un 
article en préparation de David et Amoroso ( [AD07j ). 

□ 



6.2 Degré d'une sous-variété obstructrice 

Il s'agit d'adapter le lemme de zéros au cas qui nous intéresse ; le degré M du théorème 
qu'on vient d'énoncer sera égal à + 1 dans notre cas. 

On reprend les hypothèses et notations des parties H] et [5] et on rappelle que : 

X = V + ^o, 

où V est une variété irréductible et Sq est un sous-groupe fini de A. On suppose enfin que 
le cardinal |So| est premier à tous les premiers des Vn,z, pour 1 < n < r. Si p est un nombre 
premier de Ui<n<r^":^ dans K', on désigne par : Ker[p]q le groupe des points de 

p-torsion sur K' se réduisant sur modulo q. 

Si / = nn=i^'" 3'"^6C, pour tout 1 < n < r : Pn & Vn.z ou pn = 1, on note : 

Ker[r = 0KerK],„. 

n 

Cette somme est bien directe car le choix des paramètres implique que les Vn,i sont deux- 
à-deux disjoints. Notre but, jusqu'à la fin de cette partie, sera de démontrer la proposition 
suivante, pour un bon choix du fermé X (dont dépend la construction du morphisme) : 

Proposition 6.2 Le morphisme (p : E ^ F est injectif. 

On va supposer que ce n'est pas le cas et obtenir une contradiction en appliquant le lemme 
de zéros du paragraphe précédent. Celui-ci permet de majorer le degré d'une réunion de 
sous- variétés. On souhaite se ramener à une seule sous-variété obstructrice, et utiliser le 
fait que la réunion est largement distincte. On y arrive par un travail sur le stabilisateur. 
Commençons donc par une définition : 

Définition 6.1 Si Z est une variété propre et irréductible de A, on appelle stabilisateur de 
Z, noté Stab{Z), l'ensemble : 

{x e A,x + Z = Z} = f]{Z -x). 
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On a les propriétés suivantes pour le stabilisateur : 

dim(Stab(Z)) < dim(Z) et : deg(Stab(Z)) < deg(Z)'^™(^)+^ 

La première suit de la définition, et la preuve torique de la seconde (dans [AD99j . 2) se 
transpose sans changement aux variétés abéliennes. 

On peut maintenant démontrer la proposition suivante : 

Proposition 6.3 // existe une constante C20, des entiers < ri < r strictement posi- 
tifs, un entier l G Vi^z - ■ - Vr^),!,, et une sous-variété Z de A, propre et Q-irréductible, de 
codimension ri contenant un translaté de V par un point de torsion, tels que : 

yj /2g— o 

^ol^-''l |E„nsûb(Z)||Ker[q.nStab(Z)| '^'"^'^> ^ <^»*'"'^- 
Remarque Pour simplifier les calculs qui viennent, on pose : 



|Stab(Z)nSo 



Preuve 

Si le morphisme (j) n'est pas injectif, il existe une section / G H^[A, L®^^ qui s'annule 
sur : 

Par définition des voisinages infinitésimaux, ceci implique que / s'annule sur : 

ou l'ensemble Sj^, pour 1 < n < r, est pondéré de support : 

Supp(S„) = TorA,n = y Ker[p](,; 

q/pe-p„ 

cet ensemble est associé au dessous d'escalier simple et ne dépendant que de n défini par : 

a 



k=l 



Il existe donc, par le théorème précédent, deux entiers ro et ri tels que : tq < ri < r, des 
couples d'idéaux premiers (pi, qi), . . . , (pro-i; 1ro-i) avec q„ G Vn (pour 1 < n < ro — 1) 
et des sous- variétés algébriques de A (pour tout q G "Pro), propres et Q-ir réductibles, de 
codimension ri, tels que : 

deg( U U {mw,^^ (C + Z,)}{Q + Z,) \ < c,^M^^\ 



'ijtln 



oii on a écrit, pour unifier l'écriture dans la somme directe : q^o = q ; et oir Cro est la 
composante selon ro de C dans la somme directe. De plus, pour tout q G Vro-, la variété Z^ 
contient un translaté de V par un point de torsion. 
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Le terme de multiplicité se calcule immédiatement. Soit q G Vro et ^ G So®0„ Ker[p„]q^ ; 
on a : 

mw,^^ (C + Z,) = ri!r;ivol({ui + • • • + ^x,, < 1}) = T^^. 

Cette multiplicité ne dépend pas de la variété dans la réunion donc on peut la mettre en 
facteur. 

Les entiers ro et ri sont déjà déterminés ; posons lo = Pi ■ ■ -Pro-i- Choisissons, pour tout 
premier p G Vro,z, un idéal premier q de Vtq divisant p tel que la quantité : 

^^^'^ ^^VerMrnStab(Z,)|^^S^^'') 

soit minimale parmi les premiers de T^^o divisant p. Prenons aussi q,.Q G Vtq (et pr^) tels que 
cette môme quantité soit minimale parmi tous les premiers de Vr^. On pose l = loPro et 
Z = Zq^ . Il suffit donc de majorer cette quantité pour obtenir la proposition. Rappelons 
que la somme : 

ro-l 

Ker[Zo]* = Ker[p„]q„ 

n=l 

est bien directe car, les premiers pn étant deux-à-deux distincts, on peut écrire une relation 
de Bézout entre un des Pn et tous les autres. On partitionne 'Pro,z en introduisant la relation 
d'équivalence suivante : 

pr^p' ^ h-f eJ^o® Ker[/o]* © (Ker[pi]q^) , tel que 7 + Zq = Z^/ j , 



'■0'' 



et on note (Ci, ... ,(^5) les différentes classes d'équivalence associées. Les variétés Z^^ sont 
irréductibles et il en va de même pour chacune de leurs translatées. Si p et p' appartiennent 
à des classes différentes, les réunions 

U C + ^q 

C€So®Ker[/o]*®Ker[p]q 

n'ont aucune composante en commun et on peut additionner les degrés. Le choix d'un seul 
idéal de V^^ au-dessus d'un nombre premier restreint la réunion. On a donc : 

^("o)èdeg(U u C + ^q) < c,,M^'^. (6) 



Soit p G "Pro.z et q l'idéal qui lui est associé ; le stabilisateur de Z^ ne dépend que de 
la classe d'équivalence de p puisque si p' (associé à q') est dans la même classe que p^ Z^i 
est un translaté de Z^^. On appelle Sj le stabilisateur commun aux Zq, pour q associé à 
p e Cj. Dans chaque classe Cj , on fixe un premier pj G Cj et on note Zp. la variété qui lui est 
associée. Pour tout autre premier p G Cj, il existe donc un élément ap G ©p^g-p^ ^ ■^^'^bilqi 
et r/p G So © Ker[Zo]* tels que : 

ap + 'np + Zq = Zp^ . 

Remarquons que la somme est directe car tous les pi sont distincts. Soient p p' dans la 
même classe Cj ; soient cjp G Ker[p]q et Up' G Ker[p']q/. Si les réunions 

U C + u;^ + Z^ (7) 

ÇeSo©Ker[/o]* 
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pour S, = p et S, = p' , ont au moins une composante commune, c'est qu'il existe un élément 
r]p^pi G Sq ffi Ker[/o]* tel que : 

u!p + Zp = rjp^p' + Upi + Zpi . 
On en déduit, grâce aux deux dernières égalités, que : 

X = ap- u)p- api ^ Upi + {r]p - rip> + ry^y) G Sj. 

On note a'p la composante selon pi de Up. On remarque que : «p — a^, — ojp ÇL Ker[p]q. De 

même : a^, — — ujpi G Ker[p']q/, et : rjpi — rjp + rjp^pi G Sq © Ker[/o]*. Le nombre p est 
premier à p', à à Sq et à tous les autres premiers de 'Pro,z- H existe donc une relation de 
Bézout : 

up + vIq JJ = 1- 

On en déduit que : 

[vlo JJ pi\x = [vlo Yl Pi]i<^p - Oip, - uJp) = aP - a^, - Up e Sj] 

puisqu'il suit de sa définition que le stabilisateur est stable sous la multiplication par n, 
quel que soit n G N. Par contraposition, si : 

LJp G Kcr[p]q \ {c4 - (Jp, - Sj) et ujp> G Ker[p']q/ \ (a^, - + Sj), 

les réunions (5) n'ont pas de composantes communes. Il suit : 

deg(u U U c,H+z^>Y.^^4 U U c+e+^q 



Fixons j et p G Cj. On va calculer le degré de la réunion totale en fonction de deg(Zq). 
Par choix de l'ensemble Va, il y a p^^-ot points se réduisant sur mod q, et il y a Zq^~" 
points dans Ker[Zo]*. H en résulte : 

V çeSo®Ker[;o]* ?eKer[p], ^ ^^^^^ {^^m ) I 

A cette réunion, il faut retrancher : 

En effet, il y a au plus \Cj\ points de la forme Qp.. Notons Cj le sous-ensemblc de Cj formé 
des p divisant [Sj : Sj], où Sj désigne la composante connexe de l'identité dans Sj. Sip ^ Cj, 
les dénominateurs des deux dernières formules sont égaux et comme a < 3, on a : 

|C,|\/(So,Zq)(M'^-" 



^ CeEoeKe.[M* ,eKerW,\U, ^ ^ ^ ^ " ^^'"^^ ' ' 
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Le quotient ^ provient du fait que la "partie discrète" du stabilisateur de est triviale 
et que sa composante connexe en est un groupe algébrique de codimension > r + 1 > 2. 
En fixant j, on somme sur l'ensemble des p; en tenant compte de la définition de Z, on 
obtient : 

^-(U U U c.z,) > (ic,\c,.|-ic,iE^) |K^^î:nw)| ^-^ 

'2,^, /(So,Z)(/)2f-" 



- l3'^^'-'^^'J |Ker[;]*nStab(Z)| ^^g^^^- 

On avait en effet choisi l'ensemble Va tel que la somme Xlp/pe-p^ ^ ïï' ^ P^^^ direc- 
tement, par un calcul direct à partir de (6) : 



\2g-cx 

'peCjC6Kcr[«o]*ÇGKcr[p], 

On doit donc estimer le nombre de premiers divisant [Sj : 5^]. Or : 



log3 



pour une constante cig. On a ici majoré le degré du stabilisateur en fonction de celui de la 
variété {confer [Hin88j . lemme 6), puis on a utilisé le lemme de zéros pour majorer deg(Zp^.), 
et on a majoré log(M) à l'aide du choix des paramètres. Par l'inégalité : max{x — y; 1} > ^ 
pour X > et y > 1, on obtient : 

2 ~ IC-I 

max{-|C,| - |C,|, 1} > ' . 

La proposition suit en sommant sur les classes d'équivalence. 

□ 



6.3 Un premier pas vers l'injectivité 

On suppose maintenant que A vérifie l'hypothèse H2. On vérifie aisément que celle-ci 
implique H3 (voir 12. 3| ). 

Le choix des paramètres va nous donner une inégalité "presque absurde" ; on ne pourra 
cependant pas conclure, car il manquera une hypothèse de coprimalité sur des objets 
construits simultanément. On devra donc itérer une fois le résultat obtenu, en exigeant 
cette hypothèse entre la première et la seconde étape, puis on conclura par un argument de 
descente. 

Rappelons que la dernière proposition nous a donné l'existence d'un couple (/, Z) où / 
est un entier assez grand (on sait que l £ Vi - ■ ■ Vro ) et Z est une sous- variété irréductible 
contenant un translaté de V. La proposition suivante résume et précise ce qu'on a obtenu. 

Proposition 6.4 On suppose que X n'est pas incluse dans le translaté d'une sous-variété 
abélienne et que son minimum essentiel est majoré de la façon suivante : 
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Alors il existe une sous-variété propre Z de codimension ri < r contenant un translaté de 
V par un point de torsion et un entier l > tels que : 
-L 'entier l est premier avec R et : 

-De plus, on a l'inégalité : 



V|Ker[/]* nStab(Z)| 
Preuve 

On commence par montrer que la contrainte portant ici sur le minimum essentiel est 
plus forte que l'hypothèse ([!]). Si ([1]) n'est pas vérifiée : 



rou;(Aro,X) - Tlu:(xy 
par application du lemme WM De plus, par les choix de paramètres faits en 14.51 : 

n=\ 

ce qui contredit l'hypothèse de la proposition. Pour démontrer cette inégalité, on a d'abord 
utilisé : 

iVi...iV, < A^t^^O^+'-'+^^O^^'l; (9) 
puis on a majoré l'exposant comme suit : 

r+l r+1 

Yj(lry < -r + ^(2ry < 2(2r)'^+^ - r, 

par l'inégalité : 

1 + X + . . . + x'' < 2x'' pour /i G N et X > 2. 

La proposition précédente nous donne donc l'existence de trois entiers strictement posi- 
tifs ro, r\ et / avec tq < ri < r, / G Pi^^ • • • Vro,z-, et une sous- variété algébrique Z propre et 
irréductible de A, de codimension ri, contenant un translaté de V par un point de torsion, 
telle que : 

Par construction des Pn.Zî l'entier l est premier avec -R et on a les inégalités : 

2-''»A^i • • • iV^o < / < Ni---Nr^. 
Et le premier point suit, par la même majoration que 

Reste à prouver la seconde inégalité. Le théorème des nombres premiers et le choix de 
l'ensemble Va font que, pour une certaine constante C21 > ne dépendant que de A : 

logA^ro log2 
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Par définition des A^^ et de A, on a : logN^^ < A^/^ pour Cq assez grand dans la définition 
de A. On a aussi : 

> A^ > log{Rf. 

On a encore, pour Cq assez grand : |c2iA^/^ > 1, le facteur | correspondant au terme en 
log(iî). On en déduit : 

Par le lemme 2.4 de |AD03] . comme P'^ < (A^i • • • /V'r)"" < ATo, on a : 

a;(A^o,x)<-^^(^^x). 

Sous l'hypothèse H2, on peut supposer que a = ou a = g. Dans les deux cas, on a : 

rdeg(Z) < 



|Ker[/]*nStab(Z)| V " 

roa;(ATo,X)Ai/n 



< 



C20- 



l-p |l/ri7^ 



A7^2 A 1/ri 
'' \' ro,£\ ro 



Or on a 



et on en déduit : 



Ker[/]*nStab(Z)| V " iT'ro.zl^/' 

L'exposant /i de A dans cette dernière majoration est borné par : 

h := 4r + 2/3((2r)2 + ... + (2r)^+i-'^«) - (/)(2r)''+2-^o -2)/ri. 

< 2p((2r) + • • • + (2r)^+^-^'o) - 2p{2rY+^'''^ 

< 2p{r - ro) (2r + p(2r)^+i-'^« - 2p(2r)''+i-'^» 

< -2pro(2r)''-'"« < -2p. 



On a donc finalement : 

en faisant disparaître les constantes avec A^, et le résultat suit. 

□ 

Remarques On notera dorénavant : 

|Ker[/]*nStab(Z)| = A(Z). 
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Posons X = V etT,Q = {0}. Si on savait assurer la coprimalité entre l et [Stab(Z) : Stab(Z)'^] 
(deux objets construits simultanément), on pourrait déjà clore la preuve, car on aurait : 

la deuxième inégalité provenant du fait que V n'est pas inclus dans un translaté de sous- 
variété abélienne. La variété Z contenant un translaté de V par un point de torsion, on a 
de plus : 

a;(^^y)< (rMeg(z))'^'\ 

et une contradiction suivrait immédiatement. 

6.4 Itération et descente 

Cette construction ne permet pas de conclure, et on est amené à itérer la dernière 
proposition. C'est à ce stade de la preuve qu'on utilise crucialement l'hypothèse sur la 
codimension de V. En effet, on n'a pas pu mettre en place la stratégie de descente, devenue 
classique dans les travaux diophantiens sur la minoration de hauteurs, en codimension 
quelconque. 

Cette démarche échoue en grande partie pour la raison suivante : la procédure dio- 
phantienne donne l'existence d'une sous- variété obstructrice vérifiant une propriété "patho- 
logique" mais on perd trop d'information en extrayant une hypersurface contenant cette 
variété obstructrice. Le passage par l'hypersurface est pourtant indispensable pour garantir 
l'emboîtement, et par suite l'égalité des dimensions après r itérations. 

Preuve (du théorème ll.6p 

On peut maintenant démontrer le théorème 11.61 qui découlera de la non-injectivité d'un 
morphisme (j) P^-r le résultat du paragraphe 15. 4i Soit V une sous-variété propre de A qui 
n'est pas incluse dans un translaté de sous-variété abélienne de A, de codimension r < 2. 
On rappelle que : 

A = C2log(3deg(y)), 

et on suppose : 

a;(y)Aess(T^)<A-(l6(2rr+i)'. (10) 



Première étape. Pour utiliser la proposition 16.41 on doit définir : 

pi = (9(2r)'-+i)'"^ et Ri = [Stab(y) : Stab(F)°]. 
On a, en tenant compte des propriétés du stabilisateur suivant la définition 16.11 : 

log(iîi) < log(deg(Stab(F))) < 5log(3deg(y)) < A. 

Si le morphisme (p n'est pas injectif, on applique la proposition 16.41 avec X = V, ce qui 
donne l'existence d'un entier li et d'une sous- variété Zi de A, propre et de codimension ki, 
contenant un translaté de V par un point xi, et telle que : 

/""^"deg(Zi) 
Ai(Zi) 



< A~''iZ""icu(Z"°\y). 
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De plus, on peut supposer que V est de codimension 2 et que Zi est une hyper sur face. Sinon, 
on aurait : Zi = xi + V , car ces variétés seraient de même codimension et : xi + V C Zi. 
Dans ce cas, l'entier li serait premier à 

[Stab(y) : Stab(T/)°] = [Stab(Zi) : Stab(Zi)°], 

et la remarque suivant la preuve de la proposition 16 .41 montre qu'on aurait une contradiction. 

Deuxième étape. On itère maintenant la proposition 16.41 en posant : 

Vi= \J x + V. 

a:eStab(Zi)nKer[/i]* 

Puis : 

P2 = {9{2rY+^Y'^ et R2 = [Stab(y) : Stab{Vf] x [Stab(Zi) : Stab(Zi)0] x h. 

La dernière condition permet que le cardinal de Sq soit premier à tous les premiers des Vi^z 
dans la phase combinatoire. On vérifie une nouvelle fois (par les majorations du degré de 
Zi et de II données par la proposition 16. 4p que : 

log(i22) < glog{3u;{V)) + gHog{oj{V)) + 31og(/i) < A. 

L'hypothèse ([3]) est satisfaite pour les mêmes raisons (on a la majoration : |Eo| < li^)- On 
doit aussi majorer : 

Le minimum essentiel de Vi est celui de V puisqu'on translate par des points de torsion. 
Quant à l'indice d'obstruction, comme xi + Vi C Zi (par définition de ces deux variétés), 
l'inégalité sur le degré de Zi donne : 

uj{Vi) < lluj{ll, V) < lfuj{V). (11) 

On obtient donc : 

^(^l)Acss(l^l) < lHV)fiUV) < A-(l6(2.r+^)'-+8p,{2r)'-+l < ^^.(sOf+DC-ie+S) < ^-Sp,(2rY 

Par (|11|). on a enfin : 

Colog{3Lo{Vi)) < A. 

La proposition 16.41 avec Sq = Stab(Zi) n Ker[/i]* donne l'existence d'une variété Z2 de 
codimension k2 contenant un translaté X2 + V, telle que : 

( m^Z2)lT^[deg{Z2)Y'' ^ A-''^/r^^(C^^l)• 
y A2(Z2) y 

On remarque que Z2 contient les translatés de X2 + par les points de Hq n Stab(Z2). On 
a : 

deg( U X + Z2) </(So,Z2)deg(Z2); 

KeSo/(EonStabZ2) 

et cette réunion, notée Zg, contient un translaté de Vi. Si Z2 est de codimension 2, on a 
encore une égalité : Z2 = X2 + V et on en déduit que I2 est premier à [Stab(Z2) : Stab(Z2)'^]. 
Il suit : 

(/2"Meg(Z^))'^' < A'PMlTWi), 
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ce qui est absurde, puisque Z'^ contient un translaté de V\. 

Les deux variétés Z\ et Zi sont donc des hypersurfaces, qui contiennent toutes deux 
un translaté de Y ^ de codimension 2. Quitte à translater ces deux variétés (ce qui est sans 
conséquences sur le degré et le stabilisateur), on suppose que V C Zi H Z2. Il reste à com- 
parer Zi et Z2 pour finir la preuve. 

Cas 1. L'intersection Zi n Z2 est de codimension 1. Les deux hypersurfaces (irréductibles) 
sont donc égales. Par construction, Zi contient Vi et on a : 

u^{Vi) < deg(Zi) < deg(Z2). 

En outre, l'égalité des variétés nous montre que I2 est premier à la partie discrète du 
stabilisateur de Z2, et comme cette hypersurface n'est pas incluse dans un translaté de 
variété abélienne (puisque cette propriété est vraie pour V C Z2) : 

ioiVi) < A-P^f''^'""' X2iZ2MVi) < A-^^io{Vi). 
On obtient donc une contradiction. 



Cas 2. L'intersection Z\r\Z2 est de codimension 2. Dans ce cas, cette intersection contient F, 
mais elle contient aussi les translatés de V par les points de SonStab(Z2). Comme ce groupe 
est de cardinal une puissance de /i, la partie discrète du stabilisateur de V n'intervient pas 
et on a : 

|SonStab(Z2) 



a:gEonStab(Z2) 



,nai (dim(V)-l) 



On a utilisé au passage le fait que V n'était pas un translaté de variété abélienne. Par le 
théorème de Bézout, il vient : 

1 -deg(y) < deg(Zi)deg(Z2) 



/(So,^2) 



J[^0, Z2) 



La majoration des termes en I2 a été grossière car ceux-ci sont négligeables devant A^^ par 
la majoration de I2 suivant la proposition 16.41 On en déduit : 

deg{V) < A-ph;^''''UIuj{1'^-\VMVi). 

En raffinant (llip avec n^j, on trouve : 

/""Meg(y) < A-PHluil^^'-^Vf < A"cj(Z""SF)2, 

et le réel u vérifie : 

u < -pi+8p2{2rY+^ < 0. 
C'est à nouveau une contradiction. 

Conclusion. On a donc démontré par l'absurde que la proposition 16.21 était vraie, soit avec 
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X = V, soit avec X = Vi. Il en résulte dans les deux cas que V contredit la majoration 
(dni). On en déduit : 

C(A) / \ -A(r-) 

Acss(V) > ^ X (log(3deg(y))) , 
où A(r) = (16(2r)(^+i))'' et C{A) = qui ne dépend que de A. 

□ 



Remarques Dans le cas oîi A est à multiplication complexe, l'existence d'un relèvement 
du morphisme de Frobenius pour presque toute place de K permet de démontrer la même 
minoration pour une variété V de codimension r quelconque. En effet, la fin de la preuve, à 
partir du lemme combinatoire, est alors (à quelques détails près) la même que dans le cas 
torique, en remplaçant l'isogénie [/] par le relèvement du Frobenius associé (on est dans ce 
cas assuré d'avoir une densité positive de premiers ordinaires). 

Il est envisageable qu'un raffinement de l'argument de descente, couplé aux nouvelles 
idées introduites par Amoroso dans [Amo07] . permette de traiter la codimension quelconque. 
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